Kombinatorika a grafy 1
Cviceni #2 — Vytvorujici funkce

Cviéici: Eliska Cervenkova
8.10.2025

Pokud nécemu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytecné se trapit se Spatné pochopenym prikladem

;)

Mocninné rady

Opakovéni: Mocninnd fada je fada tvaru y .-, a;x', kde a; € R a  je realna proménna.
Pro libovolné z € (—1,1) plati Y7 jaF =1+ az + 2% +--- = .
Tvrzeni: Bud (ag, ay, . ..) posloupnost redlnych ¢isel. Necht existuje K takové, ze

la,| < K™ pro vSechna n.

Potom:

(a) Rada Yoo aixt stejnomérné a absolutné konverguje na intervalu (—%, %) a hodnota jejiho souctu
definuje funkci a(z) proménné x na uvedeném intervalu.

(b) Navic derivace a neurcity integral se daji pocitat ,,¢len po ¢lenu*.

(c) Hodnotami a(z) na libovolné malém okoli 0 jsou vSechny ¢leny ag, aq, ... jednozna¢éné uréeny, a(x)
ma v 0 derivace vsech radu a plati
) (0
a
a, = ( )
n!

Piiklad 1. Pro velmi malé kladné = sectéte (tj. vyjadiete bez sumy a bez tii tecek):

(a) g b=+ a2+ 2%+t + ...

(b) S22, (22)% = 1+ 22 + 4o 4 82% + 162" + ...
() S (—22)F =1 — 22 + 42 — 82° + 162 + ...
(d) S e =a? ot 4t at

(e) (bonus) £ 4 & — 2 ot o0 2ty

Piiklad 2. Vyjadfete v co nejjednodussim tvaru (14 z)(1 + 22)(1 +2) - (1 + 22")
Hint: Zkuste dosadit malé hodnoty za k a pak pouzijte indukci.

Vytvorujici funkce

Opakovani: Jako (obycejnou) vytvorujici funkci posloupnosti (ag,aq,as,...) ozna¢ime mocninnou fadu

a(z) = ap+a1x+axx®+. .. Naptiklad vytvoiujici funkce posloupnosti (1,1,1,...) je I+x+z2+-- = .

11—z

Priklad 3. Ve zmrzlinafstvi prodavaji 3 druhy zmrzliny - vanilkovou, ¢okoladovou a jahodovou. Kolika
zpusoby si muzete nechat nalozit 12 kopecktl, pokud od kazdého druhu chcete alespon dva kopecky, ale
zaroven chcete maximalné t¥i jahodové kopecky.



Priklad 4. Pfedpokladejme, Ze posloupnost (ag, as, as, ...) méa vytvorujici funkei f(x).

(a) Jakou vytvorujici funkci ma posloupnost (0, ag, aq,as,...)?

(b) Jakou vytvorujici funkeci mé posloupnost (ay, 0,0, ay,0,0,a2,0,0...)?
(c) Jaka posloupnost ma vytvorujici funkei f(—x)?

(d) Jaka posloupnost ma vytvorujici funkci f(ax)?

(e) Jakd posloupnost ma vytvorujici funkei af (x)?

(f) (bonus) Jakad posloupnost mé vytvorujici funkei f/(x)?

(g) (bonus) Jakou vytvorujici funkci ma posloupnost (ag, 0, az, 0, a4,0,...)?

Piiklad 5. Najdéte vytvorujici funkce pro nésledujici posloupnosti (pokuste se je vyjadiit v uzavieném
tvaru):

(a) (0,0,1,1,1,1,...),

(b) (1,3,9,27,81,...),
(c) (1,1,2,2,4,4,8,8,...).
(d) (1,4,9,16,...).

Vzorec pro n-ty ¢len
Priklad 6. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len nasledujicich rekurentné zadanych posloupnosti:

(a) ap =2, a1 =5 a apyo = Han1 — 6a, pron > 0.
(b) ap=3,a1 =5aa, 1 =3a,—4pron >0.
Recept:

(i) Oznacte F(x) vytvorujici funkei posloupnosti (ag, ay,as,as. .. ).
(ii) Napiste podobné posloupnosti, které maji vytvorujici funkce zF(z) a x*>F(x).
(iii) Pfictéte k F(z) vhodné nésobky zF(z) a #*F(x), aby se skoro vie vynulovalo.
(iv) Vyjadiete F(x) (vyjde zlomek, ktery ma v ¢itateli i jmenovateli polynomy v z).
(v) Najdéte kofeny jmenovatele a rozlozte na parcialni zlomky

)

(vi) Kazdému zlomku zv1ast najdéte odpovidajici posloupnost jako v predchozim piikladu.
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