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Cviceni #5 — Konec¢né projektivni roviny & Latinské ¢tverce
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29.10.2025

ResSeni

Priklad 1. B; = {0,1}" ... mnoZina bindrnich stringti délky 7.

(a)

(b)

(c)

Vezmeme Fanovu rovinu. Body pfedstavuji soutadnice 1,...,7 a pro kazdou pfimku ¢ vezmeme jeji
charakteristicky vektor x* = (2%, ... 2%) € {0,1}7, kde x? = 1 préavé tehdy, kdyz bod j lezi na pfimce
¢. Necht F' je mnozina téchto sedmi vektori. Oznac¢me vahu wt = ZZ:1 x; (tj. pocet jednicek). Pak
mé r € F vahu 3. Pro dvé rizné ptimky ¢; # {5 maji vektory pravé jednu spolec¢nou jednicku, tj.
(x1, 2%) = 1, kde skalarni sou¢in (-, -) je v Z.

Hammingova vzdélenost dvou binarnich vektori 1ze vyjadrit pomoci vahy a priniku:
d(u,v) = wt(u) + wt(v) — 2(u, v).

Pro x # y z F dostaneme tedy d(z,y) =3+ 3 —2-1 = 4. (neboli lisi se na téch ¢tyfech nesdilenych
jednickach).

Ozna¢ime T bitovy doplnék z (na kazdé pozici opa¢ény symbol). Pak plati d(z,7) = 7.

Daéle pro libovolné x,y € By plati d(z,y) = 7 — d(z,y) = 7 — 4 = 3, protoze § ma v kazdé pozici
opacny bit nez y, tedy pozic, kde se z 1isi od 7, je pravé pocet pozic, kde x se rovna y, tedy 7—d(x,y).

Vezmeme M = F U F U {07, 17}, kde 07 je string vSech nul a 17 string viech jednicek. Celkem
|M| =7+ 7+ 2 = 16. Ovéfime pro vSechny.

Piiklad 2. Mé&jme mnozinu D = {1,2,...,9} a kolekci S jejich trojprvkovych podmnozin (blokt), pfi¢emz
kazdé dvé podmnoziny maji nejvyse jeden spole¢ny prvek.

(a)

Kazdy prvek nalezi nejvyse ¢tyrem podmnozindm: Uvazujme pevny prvek x € D. Kazdd podm-
nozina z S, ktera obsahuje x, obsahuje kromé néj jesté dva rtzné prvky z D \ {z}. Ke kazdé takové
podmnoziné prifadime dvojici téchto dvou prvkd. Dvé rizné podmnoziny obsahujici x se vSak ne-
smi shodovat ve vice nez jednom dalsim prvku — tedy tyto dvojice musi byt navzdjem disjunktni.
Mnozina D \ {z} ma 8 prvki, a z nich lze utvofit nejvyse |8/2| = 4 disjunktnich dvojic.

Maximéalni pocet podmnozin: Oznacme b = |S| poCet podmnozin a r, pocet podmnozin, které
obsahuji dany prvek z. Podle ¢asti (a) mame 7, < 4 pro vSechna x. Pocet vsech ”paru (bod, blok)“,
tj. bod néalezi bloku, spo¢teme dvéma zptisoby (vlevo vyberu nejprve bod a k nému pocitam bloky,
vpravo vyberu blok a k nému poéitdm body):

> =) _3=3b

zeD Yes

Z omezeni r, < 4 tedy plyne



(c) Napriklad takto:
{1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9},
(1,4,7}, {2,5,8), {3,6,9},
{159}, {2.6.7} {345},
(1,6,8}, {2.4,9}, {3,5,7}.

Piiklad 3. Pokud aplikujeme na oba ¢tverce tu samou permutaci fadkt (tj. pro kazdé i, j nahradime
(aij, bi;) parem (ax();, brs)j)), Pak se pary (a;j, bi;) pouze preusporadaji — zadny par se nevytvoii dvakrat
ani nezmizi. Stejné tak pfi aplikaci stejné permutace sloupcti na oba ¢tverce. Pokud aplikujeme permu-
tace fadkd (resp. sloupci) jen v jednom z Ctvercd, pak ortogonalita nemusi byt zachovana. Konkrétni
protiptiklad:

1 2 3 1 3 2 2 31
A=1(2 3 1], B=|21 3]. A=11 2 3
31 2 3 21 3 1 2

Piiklad 4. VSechny hodnoty 1,2,...,n% se v C objevi pravé jednou:
Necht Ciy,j1 = Cig,jo- Pak

nai, j, + bihjl +1= Ny 5, + bi27j2 +1,
n(aihjl - ai2,j2) - bi2,j2 - bil:jl‘

Protoze b;, j,,biyj, € {0,...,n — 1}, je prava strana v rozmezi {—(n — 1),...,n — 1}. Leva strana je
nasobek n; z toho plyne, Ze obé strany musi byt nulové. Tedy a;, j, = a;, j, a b;, j, = bi, j,, c0OZ ale vylucuje
ortogonalita. Nejmensi mozné hodnota ¢; ; je pii a = b = 0, tedy 1. Nejvétsi je pii a = b = n — 1, tedy
n(n—1)+ (n—1)+1 = n? Mame n? poli, v nich n? riznych hodnot z intervalu {1, ..., n?}, takZe piesné
jednou se objevi kazdé ¢islo 1,2, ..., n2.
Spocitame soucet i-tého radku:

Z Cij = Z(nam + b@j + 1) =N Z a; j + Z bi,j +n.
J=1 J=1 j=1 j=1

Protoze A a B jsou latinské ¢tverce na symbolech {0, ..., n— 1}, v kazdém fadku kazdého z nich se objevi
kazdé cislo O,...,n — 1 pravé jednou. Tedy
n n—1 n
n(n—1) n(n —1)
R S L
j=1 k=0 j=1

Dosazenim dostaneme

+n=——>"

o n(n—-1) n(n-1) ~ n(n?+1)
D= — g = 2

J=1

Soucet kazdého sloupce je stejny.



