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Cviceni #4 — Vytvorujici funkce
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Reseni

Piiklad 1. (a) C, (K prvni zavorce ” (" umistime jeji ”)”do paru na pozici ¢ < 2n tak, aby byl pocatecéni

usek délky i korektné uzavorkovan - tj. obsahuje stejny pocet ”(”a ”)”a pro kazdou pozici j < i
plati, Ze pocéatecni tsek délky < j obsahuje alespoii tolik ”(”jako ”)”. Tim se posloupnost 2n zavorek
rozdéli na dvé kratsi. Secteme pres vSechny moznosti pozice ”)”, kterych je n - nemtize se nachazet na
lichych pozicich, protoze pak by pocatecni tisek byl tvofen lichym poctem zavorek, coz neni korektni
usporadani.)

C, (Uzavorkovani reprezentujeme jako cestu délky 2n v mfizce, krok nahoru odpovidd ”(”, krok
vpravo odpovida ”)”. Pokud klesneme pod diagonélu, mame v pocateénim tiseku vice uzaviracich
zévorek nez oteviracich, coz neni korektni uzavorkovani)

C, (Kazdy schod nélezi pravé jednomu obdélniku. Pak tedy dolni levy roh celého schodisté nalezi
pravé jednomu obdélniku prislusnému néjakému schodu. Uvazme dolni levy roh celého schodisté a
néjaky konkrétni schod. Pokud tyto dva rohy néalezi jednomu obdélniku, rozdélime tim schodisté na
dvé mensi schodisté. Secteme pres vSechny moznosti vybéru schodu)

Ch—2 (Zafixujeme jednu stranu, k ni vybirame jeden z n—2 vrcholi- tim dostaneme jeden trojtuhelnik,
ktery rozdéli n-thelnik na 2 mensi mnohothelniky a pfislusny trojihelnik. Sec¢teme pies vSechny
moznosti.)

C, (Kazdé z cisel 1,...,n je bud v hornim nebo dolnim fadku tabulky. Vytvofime slovo délky 2n
z 7 (”a ”)"tak, Ze na k-tou pozici napiSeme ”(”, pokud je k£ v hornim fadku, nebo ”)”, pokud je k
ve spodnim fadku. Dostaneme korektni uzavorkovéni, protoze pro kazdou ”)”v nasem slové existuje
pravé jedna ”(”do paru nachézejici se na nékteré z pozic < k, protoZe ve sloupcich tabulky ¢isla
rostou.)

Piiklad 2. Fanova rovina (body = trpaslici, pfimky = dny v tydnu, bod nélezi pfimce = trpaslik je doma)

Piiklad 3. Graf incidence (body—pfimky) je bipartitni <= neobsahuje liché cykly. Kdyby obsahoval
Cy, pak by existovaly 2 body néalezejici dvéma primkam.

Piiklad 4. (a) Necht vybereme ¢ pfimek. Specidlné pocet uspofadanych dvojic (bod, pfimka) je t(n+1),

abychom pokryli vSsechny body, je tfeba

tih+1)>|X|=n*+n+1 = t>n+

1
>n—+1.
n+1

Na druhou stranu vybérem n + 1 primek prochazejicich jednim konkrétnim bodem pokryjeme celou
rovinu.

Obdobné pro vybér s bodi: pocet usporadanych dvojic (bod, pfimka) je s(n + 1), abychom pokryli
vSechny pfimky, je tfeba

1
sin+1)>|X|=n*+n+1 = s>n+ 1Zn—l—1.

n+
Na druhou stranu vybérem n + 1 bodi nélezejicich jedné konkrétni primce pokryjeme celou rovinu.
(nebo jednodussi odtivodnéni pres dualitu - zaména bodu za piimky a obracené, ale to jste pry na
prednésce neméli)



Piiklad 5. (43) < (A3

” =7 Necht F = {A, B,C, D} jsou ¢tyfi body v obecné poloze. Piimky AB a C'D se kvuli (A1) protinaji
v dalsim bodé (oznac¢im F) - AB a C'D jsou hledané piimky

” <7 Méjme piimky p, ¢, kazdou s alesponi 3 body (tedy nechf se protinaji v bodé E (Al) a krom toho

jedna obsahuje body A, B a druha C, D. Pak A, B, C, D jsou 4 body v konvexni poloze (kdyby v konvexni
poloze nebyly, pak lezi vSechny 3 na jedné piimce p/, a tedy |[p' N g| > 2 pro ¢ = AB nebo ¢ = CD)

Piiklad 6. (a) Z Piikladu 3. vime, Ze inciden¢ni graf konecné projektivni roviny neobsahuje C,. Ozna-

¢me A mnozinu bodt a B mnozinu pfimek roviny (tj. vrcholy incidenéniho grafu G).
Pak n == |Vg| = |A|+|B| = 2(k*+k+1). Kazdy bod ma stupen k+1, tedy |Eg| = (k+1)(k*+k+1).
Jelikoz (k+1)? > k* + k + 1, tak

n>2

B> = (P +k+1)>%k+1)2> (K +k+1)°
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coz odpovid4 tomu, 7e G mé (|Vg|*?) hran.

Necht G = (V, E) je graf na n vrcholech, ktery neobsahuje ¢tyfcyklus Cy. Ozna¢me stupné vrcholt
dy,ds,...,d, a definujme mnozinu S = { (u,{v,w}) : v # w a u je sousedem obou v, w }. Kazdy
vrchol v ma d, sousedt, takze lze zvolit (dQ“) dvojic sousedi vrcholu u. Odtud

s1=30 () = L

u=1 u=1

Protoze graf neobsahuje ¢tyfcyklus, zadna dvojice {v, w} nemtize mit dva rtzné spoletné sousedy.
Kazda dvojice {v,w} se tedy miZe objevit v S nejvyse jednou, a proto |S| < (}) = 2n=1  Dohro-

2
mady:

Z du(d’;_ 1) < n(n2— 1) = Zd”(d" —1)<n(n-1),

u=1 u=1

atedy Y o , d2 <>  d,+n(n—1). Zarovei vime, ze Y .._ d, = 2|E|.

u=1 "u

Pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost (3."_ d,)* <nY"_, d?, pak po dosazeni

4|E)?

2|E|)? < 2 = 2> .

QEr <ayd = Yt

Celkem dostaneme @ < 2|E|+n(n—1), a po tpravé 4|E|*> — 2n|E| —n?*(n — 1) < 0. Refenim této

kvadratické nerovnice dostavame n
|E| < Z(1+\/4n—3).



