Kombinatorika a grafy 1

Cviceni #3 — Vytvorujici funkce

Cviéici: Eliska Cervenkova
15.10. 2025

Reseni

Piiklad 1. (a) -2

(b)
(c)
(d)
(e)

1
1-3x’
1+x
1-2z2°
1+x
(1-2)3
_1
1-2x2°

. (dvakrat zderivujte)

Priklad 2. (a)

a0:2,
CL1:5,

Apt2 = 5an+1 - 60%
Z posledni rovnice vidime, Ze plati
Apt2 — 56Ln+1 + 6Cln =0 (*)

Ozna¢me hledanou funkci F'(x). Chceme vytvofit soustavu rovnic (zde zapsanou pouze pomoci ko-
eficienti) tak, aby se po jejich se¢teni vynulovalo co nejvic prvki

F(x) (ao, ap, az, an+2, o)
—5zF(z) ... (0, —5a9,  —bay, ... | 7O0Gn+1| )
6:2F(z) ... (0, 0,  6ap, ... Gan,| )

V ramecku vidime, Ze pro n > 3 dostaneme po secteni pfesné (*). RozepiSseme posloupnosti do funkci
a secteme:
F(z) — 52 F(x) + 62°F(x) = ag + (a; — bag)x.

Dosadime a upravime

F(z) —52F(x) +62°F(x) =2+ (5—5-2)x
F(z)(1 =5z + 62%) =2 — 5z

2 —5x
Flz)= —=—°%
@)= 156w
Rozlozime na parcialni zlomky:
2 —bx 2 —bx A B A(l —3z)+ B(1 — 2x)
F(z) = = = + =
1—-bzx+622 (1—-22)(1—-3z) 1—-2z 1-3z (1 —22)(1—3x)

Pro citatel musi platit
A(l = 3z) 4+ B(1 —2z) =2 — bz,

tedy se musi rovnat cleny s x a bez x. Dostaneme soustavu rovnic:

A+B=2
“34-2B=-5



A po vyfesSeni

Dostali jsme tak

coz jsou soucty znamych rad:

1

Fla) =15+

1—3z’

1 1 o0 o0 oo
() =T+ T 5 n;]( z) +m§(3x) mzzjo( +3™)x
a hledany koeficient je tedy
’an =2"+ 3”‘

(b) 3" +2

() 31— (3)")
(d) " (pictete bz ... (—1,-2,-3,...))

(e) 3-3"—2.2" (pfictéte = ... (—1,—2,—2%..))

(f) (n+1)2"
(g) Fibonacci (pFictéte —F(z) a )
(h) 27+ (=1)"

i) (2n+1)3"

(a) porovnejte derivaci a rozvoj podle zobecnéné binomické véty

(b) (1_2—2’;)2 (substituce y = 2z + derivace)

x(z2+4z+1
() "t

Priklad 4.

(3% zderivujte)

koeficient u x'® odpovida koeficientu u x

() (5)
(c) 192
Piiklad 5.

P¥iklad 6. tj. koeficient u 2™ pro C(z)

Clx)=1+x+ - +2°,

_ .31

T Al

(1 =2

(@) (@ +23+.. ) =*A+a+.. ) =281 +x+..) =2

— X

(1—1;5)4 = 2l
" v sumé, Teseni je tedy ()
- M(x) - B(x)
M(x)=14+z+---+2° Bl@)=1+z+- -+

51)

CloM@)B(a) = F

Zajima nés ¢len u z70; 1271=40-41-30:31

o0
:(1—|—x72—|—x82+a:92—x31—x41—m51—x123)§:

—2021 — 1061

2

Priklad 7.

n

= (i) =

n —

e Oznatme ¢, =Y ;_, ((’,;‘))2 Méame:

k) _ (Z) - ki:oakbn_k & (@) = A()B(2)

Vytvorujici fce posloupnosti (ag, a1, as,...) je A(z) = >, _, (Z) 2F = (1+ x)". Pak

C(z)

Zajima nas koeficient u x", tedy ¢,

n

A(z)B(x) = (L +2)" =)
)

o

2n
n

(

n+3

3

)z,



* k(Z) = k!(]::!k)! = (kfﬁﬂfﬁw = ”(Zj) = D ket k(Z) =N (Zj) = ”Z;:ol (nfl) =n(l+1)"" =
n-2"1 (Zaména: j =k — 1)

Priklad 8.
Chodnik n x 2 lze dlazdit jako

chodnik (n — 1) x 2 4+ H nebo

(n—2) x 2+ . Dostaneme
dlaZebni kostka an = An—1+ Qp—2, kde ay = La a2 = 2
n (dvé svisle nebo dvé vodorovné)

Ptes rekurenci nam vyjde Fibonacciho posloupnost.



