Kombinatorika a grafy 1

Cviceni #2 — Vytvorujici funkce

Cviéici: Eliska Cervenkova
8.10.2025

pozn: pouzivam znaceni f(z) = > a,z”, g(x) = > bya™ h(z) = > cpa”

Reseni
Priklad 1. (a) %= protoze y - a% = (3 2") —1=:%=  pro |z[ <1
(b) =5  protoze Y .7 (22)F = == pro |z| < 5 (neboli vezmeme substituci y = 2, pak
S o)k = ﬁ a zpétné dosadime)
(c) H#QI protoze Y o (—2x)" = 1+le pro |z| < 3
(d) 1f12 protoze Y oo (@?)F = (3 pe,(z?)F) — 1 = % pro |z| < 1
(e) - % protoze substituce y = %, tj. x = 2y, pak se jednd o sumu _,°, s,y*, kde s, = 1 pro
k=1,2mod 3 a sy =—1pro k=0 mod 3. Rada je tedy tvaru
Z?;(o(y?’”i;r Y=y ) = v W P -y = (W ) v = (W -y ) s =
w(4+2c—x
=T 80

Priklad 2. Vyzkousime pro malé hodnoty k:

(1+z)(1+2%) =14z +2>+2°
I+2)Q+2)1+aY)=1+z+2>+2°)1+2Y)=1+z+2°+- +af

Odtud indukci ukazeme, ze

ok+1_1

I+2)1+a)1+2Y) .. 1+ =1+z+22+- +2z
Pro £ =0 a kK = 1 uz mame spocteno, dokadzeme k — 1 — k:
Q+z)1+2)1+2Y) .. 1+2) =1 +2) 1 +2)1+2Y .. 1+ )1 +2¥) =
—(l4z4+22+.. . +27 N1+ ) =Q+2+22+.. 427 N+ U+ 422+ 2277
=1l+a+a2+... +22 L

Na vysledny soucet pouZzijeme vzorec pro soucet kone¢né geometrické rady.
1 - :L‘2k+1
1—x
Priklad 3. Potiebujeme rozdélit 12 kopeckt mezi:
V+C+J=12,

kde plati omezeni V > 2, (C > 2, 2 < J < 3. Pro kazdy druh zmrzliny sestavime mocninnou fadu,
kde ¢len z* znadi, Ze jsme si vzali pravé k kopeckii daného druhu. Koeficient u 2% ¥ika, kolika zpisoby to
1ze (zde vzdy 1, protoze kopecky jsou nerozliSitelné - je pravé jeden zpisob jak vybrat k kopecki). Soucin
téchto fad dava viechny kombinace dohromady. Koeficient u 212 pak odpovid4 poétu rozdéleni 12 kopecki.

e Vanilka: alespoti 2 kopecky z? + 23 + z* + ... (sta¢i brat i pouze 2% + 2% + z* + 2° + 2%, protoze
kazdého druhu chceme alespon dva kopecky, tedy celkem vybirame vlastné jen 6 kopeckt, jakakoliv
vy$$i mocnina ndm pii nasobeni s ™ z dalsich fad d& vétsi exponent nez 6, tedy nas nemusi zajimat)



e Cokolada: totéz

e Jahoda: 2 nebo 3 kopecky: z? + 2% = 2%(1 + z).

(22 + 23+ .. 2@+ 2% = (-1 x)2 (22 +23) = “i(l;r)ﬁ) (!'prvni suma zac¢ina az od z?)

Vezmeme vytvorujici funkei f'(z) =3 07 na" = g lx)Q a dostaneme:
(1(1;3962) = (xﬁ + $7) ZZo(i + 1)xi = Zzo(i + 1)xz+6 + ijo(] + 1)$j+7
chceme vyjadrit koeficienty pro 2™, tedy i + 6 = m a j + 7 =m, neboli i + 1 = m — 5 a j+1=m-6:
Picgli+ D)2t + 355, + 1z T Em o(m—5)z™ + 3 1 (m—6)z™ =
=D m(m —=5)a™ + 320 ((m —6)a™ =3 7" (2m — 11)z™

Hledame koeficient pro m = 12, tedy moznych kombinaci je 13.

(Kazda pifchut m4 svou mnozinu povolenych poétii kopeckil, kterou zakédujeme do fady, kde x*
reprezentuje ,,vzit k kopeckti“. Soucin fad pak odpovid4 vSem kombinacim. Koeficient u x'? pak vybere
kombinace, které dohromady daji pravé 12 kopecki. Alternativné u malych exponenti lze pocitat ”ru¢né”-
kdyz vyberu 2 jahodové, pak mam 7 moznosti jak vybrat vanilkové a c¢okoladové, kdyz vyberu 3 jahodové,
pak mam 6 moznosti jak vybrat vanilkové a ¢okoladové. Vyhoda obecnéhoh tvaru je ta, Ze rovnou vime
ptedpis pro libovolny celkovy pocet kopeck za stejnych podminek)

Piiklad 4. (a) 2f ()
(b) f(z?)

(c) (ao, al,ag, —ag,...)

(d) (ag, atay, a?ay, ..., ray,...)

(e) (aay,aaq,aas, ... aa,...)

(£) oo diaa™ — (ay,2aq, 3as, . ..)

(g) Oznatme h(z) = f(z)-g(x) = (3, aix?) <ZJ bjxj> , pak ¢, = >, ., a;bja", piislusnd posloupnost
je (aobo, agby + aybg, agbs + aiby + asby, . .. ) za g(x) vezmeme ﬁ, pak f(z)g(z) je vytvorujici funkce

posloupnosti (ao, ap+ay, a9 +ay + as, ... )
(h) f@)+f(==)
2

Piiklad 5. Najdéte vytvorujici funkce pro nésledujici posloupnosti (pokuste se je vyjadiit v uzavieném
tvaru):

(a) 7=,

(b) 5

(c) 1555

@) o

Piiklad 6. (a) a, = 2" + 3"
(b) a, =3"+2




