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Samoopravné kody

Definice (Samoopravny kod): Necht A je kone¢na mnozina, budeme ji fikat abeceda. V
dalsim budeme znacit ¢ = |A|. Na mnoziné A" slov délky n definujeme vzdalenost (tzv. Ham-
mingovu metriku) jako

du(z,y) = iz # yi}.
Libovolnou podmnozinu C' C A" nazyvame kodem délky n nad abecedou o q symbolech. Rek-
neme, ze kod C' opravuje t chyb, pokud

dy(z,y) > 2t+1

pro kazda dvé ruzna slova x,y € C.

Pozorovani: Kod opravujici ¢ chyb lze vyuzit ke komunikaci nasledovné. Na obou koncich
komunika¢niho kanélu se pred zahajenim komunikace dohodneme, Ze budeme komunikovat
vyhradné koédovymi slovy (pfikladem takové dohody muze byt naprogramovani kosmické sondy
pred vypusténim do vesmiru). Béhem komunikace uvazujeme takto. Bylo-li vyslano slovo c,
které se vlivem Sumu v komunika¢nim kanélu nepodafilo spravné piijmout na pfijimaci, pricemz
doslo k nespravné interpretaci v nejvyse t slozkach vyslaného slova a bylo pfijato slovo x, pak
vyslané slovo ¢ je v Hammingové metrice jediné nejblizsi kodové slovo ke slovu z, tedy je mozno
jednoznac¢né urcit, které slovo bylo vyslano.

Pozorovani: Graf I'(n,q) = (A", {zy : dy(x,y) = 1}) je izomorfni n-té kartézské mocniné
tplného grafu o g vrcholech. Pritom plati, Zze grafova vzdalenost v I'(n, ¢) je rovnd Hammingové
metrice. Kod C' opravuje ¢t chyb pravé tehdy, kdyz okoli kodovych slov o poloméru ¢ jsou po
dvou disjunktni.

Tvrzeni: Pokud kod C' délky n nad abecedou o ¢ symbolech opravuje t chyb, pak
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Definice (Perfektni kod): Kod C délky n nad abecedou o ¢ symbolech opravujici ¢ chyb se
nazyva t-perfektni, pokud v (1) plati rovnost a |C| > 1.
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Pozorovani: Kod C délky n nad abecedou o ¢ symbolech je t-perfektni pravé tehdy, kdyz okoli
kodovych slov o poloméru ¢ tvoii rozklad mnoziny vrchola grafu I'(n, q).

Tvrzeni (Sphere packing condition): Pokud existuje ¢t-perfektni kod délky n nad abecedou
o ¢ = p" symbolech pro prvocislo p, potom

t
n i
> (.>(q—1) =q"
; 1
=0

pro néjakeé prirozené ¢islo k.

Véta 1: Necht ¢ = p" pro prvocislo p. Pak 1-perfektni kod délky n nad abecedou o ¢ symbolech

. . . o k_1 o L e L vo
existuje tehdy a jen tehdy, kdyz n = qul pro néjaké prirozené ¢&islo k.
Diikaz: Pokud takovy perfektni kod existuje, je podle Sphere packing condition 14+n(g—1) = ¢*
pro néjakeé k; a tedy n = %.
Zkonstruovat kod takovych parametri je mozno néasledovné. Necht n = =1 3 necht

q—1
H € GF(q)*™ je matice, jejiz sloupce jsou po dvou linearné nezavislé (tedy z kazdého jed-
nodimenzionalntho podprostoru prostoru GF(q)* vezmeme jeden nenulovy vektor a pouzijeme
jako jeden sloupec matice H). Potom Ker(H) C GF(q)" opravuje jednu chybu a pfitom
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‘KQT’(H)‘ _ qdim(Ker(H)) _ qn—k _
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tedy kod Ker(H) je 1-perfektni.
Existence perfektnich koda

Perfektni kody jsou zajimavé tim, ze skoro neexistuji. V pocatcich teorie kdédovani se zdélo,
ze perfektni kody budou svatym gralem, nebot jsou nejefektivnéjsi v tom smyslu, ze dokazou
opravit kazdé slovo (i kdyZz presné&ji feceno, kazdé slovo délky n se muze dostat z néjakého
kodového slova pomoci nejvyse ¢ chyb). Kromé vyse predstavenych Hammingovych kodi existuji
dva ojedinélé Golayovy kody — 2-perfektni ternarni kod délky 11 a 3-perfektni binarni kod délky
23. Spojenym usilim nékolika autort (oddélenych geograficky i v ¢ase) se podafilo dokazat
nésledujici véty.

Véta 2: Je-li ¢ = p” mocnina prvocisla, pak neexistuji perfektni kody jinych parametri, nez
jsou parametry Hammingovych a Golayovych kodi (a opakovaciho koédu s parametry ¢ = 2,
n = 2t + 1, ktery je povazovan za trivialni).

Véta 3: Pokud ¢ neni mocnina prvoéisla, pak neexistuji zadné ¢t-perfektni kody opravujici ¢ > 3

chyb.



Kromé Sphere packing condition hraje v dikazech Vét 2 a 3 klicovou roli Lloydova véta,
jejiz souvislost s perfektnimi kody se zda na prvni pohled naprosto zahadnou.

Véta (Lloyd): Pokud existuje t-perfektni kod délky n nad abecedou s ¢ symboly, pak polynom

Li(z) = i(—l)j(q - (x ; 1) (z:j)

j=0
mé t ruaznych kladnych celoc¢iselnych kofenii mensich nez n.
Dikaz Lloydovy véty v obecném tvaru

Definice (Perfektni kody v grafech): Mnozina vrchola C' C V(G) v grafu G se nazyva
t-perfektni kod v grafu G, pokud okoli kédovych vrcholii o poloméru ¢ tvori rozklad mnoziny
vrcholi V(G) (a C' ma alespon 2 vrcholy).

Definice (Vzdalenostné regularni grafy): Graf G = (V| F) se nazyva vzddlenostné requldrni
pokud existuji ¢isla sp;5, b, 4,7 =0,1,...,d (kde d je pramér grafu G), takova, ze pro kazdé dva
vrcholy u,v € V' o vzdalenosti dg(u,v) = j plati

Hw @ da(u,w) = h,dg(w,v) = i}| = spi;.

Pozorovani: Kazdy vzdalenostné regularni graf je regularni, pficemz stupné vrcholi jsou k =
S110-

Pozorovani: Je-li G vzdéalenostné regularni, pak sp;; = 0 kdykoliv |h —i| > j.

Dohoda: Po zbytek této kapitoly predpokladame, Ze pracujeme se vzdalenostné regularnim
grafem G = (V| F) pruméru d. Pfitom k = sy19, jak bylo zavedeno vySe, a dale oznacime
ki = S4i0 Pro 1= 2,37...,d.

Lemma 1: Pocet sledi z,,; délky m mezi vrcholy o vzdalenosti ¢ nezévisi na volbé téchto

vrcholi.

Definice: Pro i = 0,1,...,d oznac¢ime A; € {0, 1}V matici vyjadiujici vzdalenost i v grafu
G, tedy

1 pokud dg(uv) =1

0 jinak.

(Ad)uw = {

Definice: Necht C[x] zna¢i mnoZinu v8ech polynomu s komplexnimi koeficienty. Algebru
A(G) = {p(A) : p(z) € Clz]} € CV*V chapeme jako vektorovy prostor nad té&lesem C'.

Lemma 2: Dimenze A(G) je d+ 1 a matice Ay, Ay, ..., Aq tvoii jeji bazi.



Definice: Pro matici X € A(G) ozna¢me X matici endomorfismu ¥ — XY viaci bazi
Ao, Ay, ..., Ag. Déle pisme X=X a AG) = {X : X € A(G)}. Potom " je izomorfismus
algeber A(G) a A(G). Pro strucnost piseme Bj, = A, a specialné B = B;.

Lemma 3: Pro kazdé h,1,j je (Bh)ij = Shij-
Lemma 4: Matice B je tridiagonalni a soucet prvka v kazdém sloupci je roven k.

Definice: Rekurzivné definujeme polynomy v;(A) € C[A], pro i =0,1,...,d, nasledovné

Uo()\) =1
Ul()\) =A
$14,i-1Vi—1(A) + (5120 — A)vi(A) + 51441001 (A) =0

proi=1,2,...,d— 1.

Lemma 5: Necht A\, Ay, ..., \g jsou vlastni ¢isla matice B. Protoze B je tridiagonalni a prvky
podél hlavni diagonély jsou vSechny nenulové, jsou vlastni ¢isla matice B po dvou rizna. Cislo
k je vlastni ¢islo, necht nadéle \y = k. Potom

Vo(A) +v1(A) + ... Fug(N) =c(A=A) - (A= Ag)

Lemma 6: Pro kazdé + = 0,1,...,d plati

kz = ’Uz(k’)

Definice: Pro libovolny vrchol z € V' zavedeme matici T, € {0, 1}(¢+)*" takto

[ 1 pokud dg(u,z) =1
(Te)in = { 0 jinak.

Lemma 7: Pro kazdou matici X € A(G) a pro kazdy vrchol z € V plati

T.X = XT.



Definice: Pro i =0,1,...,d zavedeme polynomy
;i (A) = vo(A) +v1(AN) + ... +v;(N)
a oznacime matici
Lemma 8: Je-li ¢ € {0,1}" charakteristicky vektor t-perfektntho koédu v grafu G, pak S;c = 1.
Lemma 9: Pokud v grafu G existuje t-perfektni kod, pak dimK er(gt) > t.

Diikaz: Necht C je t-perfektni kod v G a necht ¢ je jeho charakteristicky vektor. Zvolme vrcholy
20,21, - - -, 2 tak, aby z9 € C a dg(z0,2;) =i proi=1,2,... t.

Vektory T,,c,i =0,1,,...,t jsou linearné nezavislé, nebot
(T..c); = 1 proj==
#7710 jinak.

Déle pro kazdé i =0,1,...,t je
gthiC = TZiStC = TZZ]- = <k07 kl? sty kd)T’

a proto vektory
w; = (Tz, —TZO)C,i = 1,2,...,t

jsou linearné nezavislé vektory patiici do Ker(Sy).

Véta 4 (Biggs): Pokud G obsahuje t-perfektni kod, potom polynom x;(A) beze zbytku déli
polynom z4()). Jinak feceno, koreny polynomu z;(\) jsou navzajem rizna vlastni ¢isla matice

B.
Dikaz: Matice B méa d + 1 riznych vlastnich ¢isel \g = k, A1, ..., Ay, pFi¢em?z

za(A) = e(X = A1) - (A — ).

Matice S; = x,(B) ma vlastni &sla x,();),i = 0,1, ..., d. ProtoZe 0 je alespoi t-nésobné vlastni
¢islo matice Sy, ma polynom x;(\) alespon ¢ kofeni mezi Cisly Aj, Ag, ..., A\g. Protoze z;()\) je
polynom stupné ¢, jsou vSechny jeho kofeny mezi kofeny polynomu z4(\).



Dikaz Lloydovy véty

Perfektni kody v Hammingové metrice nad abecedou s ¢ symboly jsou perfektni kody v grafu
K. Tento graf je vzdalenostné regularni s parametry

d=mn
S1,,i—-1 = (n—i+ 1)(‘1 - 1)
S14 = i(q - 2)
S1,i,i+1 = 1 + 1.

Pokud rekurzi
(n—i+1)(qg—Dvi1(N) + (i(g — 2) = Nwui(A) + (i + D (A) =0 (2)

prodlouzime pro i — oo a zavedeme vytvorujici funkci

V(A z2)=> vi(\)z

1=0

dostaneme po zderivovani podle z

dV . i—1 . i
°or E (\)zi—l = E 1), i
2 2 Z'UZ()\)Z -~ (l )UH_l()\)Z

a po vynasobeni (2) faktorem z a se¢teni

av
(1+2(g—2) = 2g— 1) = (A= n(g = D2V (A, 2).
Po integraci per partes pak
av —n(qg—1)z n+ A n(g—1)— A
InV+C = dz = In(1 -1 ——————In(1—
w0 = [ G = [ e e = (sl )+ (),
pfifemz integracni konstanta C' = 0, protoze V(A,0) = 1. Po odlogaritmovani a substituci
y=n— %)‘ dostaneme

V(A z) =1 +2(¢—1)"(1—2)"



Podobné prodlouzime definici ;(\) = Z;zo v;(A) pro i — oo a zavedeme

X\ z) = }E:a%(x)z%

Potom

X\ z2) = Z( vi(N)2 = szj(/\)zi — Z%’(A)l Z_] - =

=0 5=0 7=0 i=j 7=0

= VNz)=(142(g—1)"¥1—z)¥ L.

1—=z

Vidime, Ze pro kazdé y = 1,2,...,n je X(\, z) polynom stupné n — 1 v z, a tedy pro kazdé
y=12,...,njex,(\) = z,(n(¢g—1) —qy) = 0. Protoze x,,(n(q — 1) — qy) je nenulovy polynom
stupné n v y, jsou toto vechny jeho kofeny. Biggsova véta pak rikd, Ze obsahuje-li K" t-perfektni
kod, jsou vSechny kofeny polynomu x;(A) obsazeny mezi A = n(q —1) —qy,y = 1,2,...,n, a

tedy |
- ()

g j j

mé vSechny kofeny mezi y =1,2,...,n.



