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Definice (aplny souéin grafii): Pro grafy G, H definujeme jejich uplng (silny) soucin jako
graf

GXH=(V(G)xV(H),{(a,b)(u,v) : (a=uVauec E(G)AN(b=vVbve E(H))}).

Symbolem G™ pak zna¢ime n-tou uplnou mocninu grafu G.

Scénar neomylného predavani informaci: Necht graf G vyjadiuje zameénitelnost symbolu
v abecedé pouzité pro predavani informaci. Chceme-li predavat symboly tak, aby nemohlo dojit
k zaméné, miuzeme pouzit nejvyse a(G) symbola. Budeme-li v8ak posilat symboly po dvojicich,
tedy slova délky 2, pak nezaménitelnych slov je a(G?), coZ pro nékteré grafy miiZe byt vice, nez
a?(G). Napt. a(C2) = 5 > o?(C5) = 4. Optimalizaci tspornosti predéavani informaci pomoci
slov konstantni (ale vétsi) délky vyjadiuje nasledujici definice.

Definice (Shannonova kapacita grafu): Pro graf G definujeme jeho Shannonovu kapacitu
O(G) nasledovné
O(G) = sup v/ a(Gn).
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Poznamka: Shannonova kapacita je stale velmi neprobéddany koncept. Neni jasné, jak tézké je
urc¢it Shannonovu kapacitu grafu z vypocetniho hlediska. Ale je jisté, ze to je obtizna otazka,
nebot pro vétsinu konkrétnich grafi se Shannonova kapacita vibec neumi urcit. V roce 1979
mad arsky matematik Laszlo Lovasz prekvapil presnym uréenim Shannonovy kapacity péticyklu,
coz byl do té doby otevieny problém. Dikaz je zaloZzen na pojmu ortonormdlni reprezentace

grafu, ktery Lovéasz zavedl. Laszl6 Lovasz obdrzel ¢estny doktorat Univerzity Karlovy v roce
2020.

Pozorovani: Pro kazdy graf G je
O(G) > a(G).

Pozorovani: Je-li x(—G) = a(G) (tedy specialné, je-li G perfektni graf), je
O(G) = a(qG).



Definice (ortonormalni reprezentace a jeji velikost): Ortonormdini reprezentace grafu G
je zobrazeni f : V(G) — R takové, 7e

o || f(u) ||=1 pro kazdy vrchol u € V(G), a

e (f(u), f(v)) =0 kdykolivu # v a wv ¢ E(G).

Velikost reprezentace f je definovana jako

1
= inf max .
IF 1 cllel=1uev (@) (c, f(u))?

Definice (Lovaszova dzeta funkce): Lovdszova dzeta funkce grafu G je definovana jako

9(G) =in | /1,

pricemz infimum se bere pfes vSechny ortonormalni reprezentace f grafu G.

Poznamky: Infimum v definici velikosti ortonormalni reprezentace se nabyva, protoze funkce
max,ecv(q) m jako funkce ¢ je spojita a zdola omezené na svém defini¢nim oboru. Vektor
¢, pro ktery se tohoto minima nabyvé, se nazyva rukojet reprezentace f.

V definici Lovéaszovy dzeta funkce sta¢i uvazovat omezenou dimenzi (napt. d < |V(G)]).
Infima v definici Lovaszovy dzeta funkce se téz nabyva, protoze funkce || f || je spojita funkce

argumentu f. Je tedy ve skutec¢nosti

1
Y (GE) = min min max ——— .
(@) focldl=1uev(a) {(c, f(u))?
Lemma 1: Pro kazdy graf G je a(G) < 9(G).

Dikaz: Necht f je optimélni ortonormalni reprezentace grafu G a necht ¢ je jeji rukojet. Je-li
A C V(G) nezéavisla mnozina velikosti «(G), pak vektory f(u),u € A jsou na sebe po dvou
kolmé a 1ze je doplnit na ortonormalni béazi B. Pak plati

c:z<c,v> v

a proto



protoze

1
Q) =l £ I2 e

pro kazdy vrchol u € V(G).
Lemma 2: Pro kazdé dva grafy G, H je (GX H) < 9(G) - V(H).

Dikaz: Necht f je optimélni ortonormélni reprezentace grafu G, a necht c¢ je jeji rukojet.
Podobné necht g je optimalni ortonormalni reprezentace grafu H s rukojeti d. Uvazme tenzorovy
soucin fog. Protoze (f(u)og(v), f(u')og(v")) = (f(u), f(u'))-(g(v), g(v")), je fog ortonormalni
reprezentace souc¢inu G X H. Pro jeden konkrétni vektor c o d (jako kandidata na jeji rukojet)
pak plati

1 1
HEXRH) < = - -
(GRH) < e oo d f) o FOE — weveSvim Ten? (do)? =
1 1
< max - max =9(GQ)-Y(H).

wev(@Q) (c,u)? vev(H) (d,v)?

Disledek: Pro kazdy graf G a pro kazdé piirozené &islo k je 9(G*) < 9%(G).
Lemma 3: Pro kazdy graf G je O(G) < 9(G).
Dikaz: Pro kazdy graf G plati

O(G) = sup v/ a(GF) < sup I(GF) < sup v (G) <=9(Q).
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Véta: O(Cs) = /5.

Diikaz: Protoze a(CZ2) = 5, je ©(Cs) > /5.
Ukazeme, Ze 9(Cs) < /5, takze rovnost ©(Cs) = v/5 vyplyne z fetézce nerovnosti

V5 < O(C5) <Y(Cs) < V5.

K ditkazu 9¥(C5) < /5 stadi najit Sikovnou ortonormélni reprezentaci v R? (Lovésziv destnik).



