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V¥ta 1: Nech´ G je d-regulární graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

α(G) ≤ n · −λn
d− λn

.

D·sledek: Nech´ G je d-regulární graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.
Potom

χ(G) ≥ 1 +
λ1
|λn|

.

V¥ta 2: Nech´ G je graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

∆(G) ≥ λ1 ≥ degavg(G).

V¥ta 3: Nech´ G je graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

χ(G) ≤ 1 + λ1.

V¥ta 4: Nech´ G je graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

α(G) ≤ n · −λ1λn
δ2(G)− λ1λn

.

V¥ta 5: Nech´ G je souvislý graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

χ(G) ≥ 1 +
λ1
|λn|

.
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Dal²í v¥ty o proplétání vlastních £ísel

V¥ta A: Nech´ A ∈ Cn×n je Hermitovská matice a S ∈ Cm×n, m < n, je matice taková, ºe
SS∗ = E. Potom vlastní £ísla matice SAS∗ proplétají vlastní £ísla matice A.
D·kaz: �ádky matice S chápané jako vektory z Cn jsou ortonormální a lze je doplnit na orto-
normální bázi celého prostoru Cn. Nech´ T je matice, jejíº °ádky jsou tyto dopl¬ující vektory,
a

R =

(
S
T

)
.

Potom RR∗ = E a

RAR∗ =

(
SAS∗ SAT ∗

TAS∗ TAT ∗

)
.

Tudíº SAS∗ je hlavní podmatice matice RAR∗ a vlastní £ísla matice SAS∗ proplétají vlastní
£ísla matice RAR∗. P°itom Sp RAR∗ = Sp A, protoºe tyto matice jsou podobné.

V¥ta B: Nech´

A =


A11 A12 . . . A1m

A21 A22 . . . A2m

. . . . . . . . . . . .
Am1 Am2 . . . Amm


je Hermitovská matice v blokovém tvaru taková, ºe Aij ∈ Cni×nj pro £ísla
n1, n2, . . . , nm,

∑m
i=1 ni = n. Nech´ B ∈ Cm×m je matice, jejíº prvky bij jsou pr·m¥rné °ád-

kové sou£ty blok· Aij. Potom vlastní £ísla matice B proplétají vlastní £ísla matice A.
D·kaz: Nech´ S̃ ∈ {0, 1}m×n je matice, jejíº i-tý °ádek má n1+n2+. . .+ni−1 nul následovaných
ni jedni£kami a zakon£ený ni+1 + . . .+ nm nulami. Potom S̃S̃T je diagonální matice D s prvky
n1, n2, . . . , nm na hlavní diagonále a platí

B = D−1S̃AS̃T .

Poloºme S = D− 1
2 S̃. Protoºe S je reálná matice a SS∗ = SST = E, vlastní £ísla matice SAST

proplétají vlastní £ísla matice A. P°itom SAST = D
1
2BD− 1

2 a Sp SAST = Sp B.

D·kazy v¥t o grafech

D·kaz V¥ty 1: Nech´ A je matice sousednosti grafu G. Uvaºme matici

C = A− 1

n
(d− λn)J.

Matice A a J komutují, a proto mají spole£nou ortonormální bázi sloºenou z vlastních vektor·,
p°i£emº vektor 1 ze samých jedni£ek je vlastním vektorem p°íslu²ným vlastnímu £íslu d matice
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A, i vlastním vektorem p°íslu²ným vlastnímu £íslu n matice J . Odtud odvodíme, ºe λn je
nejmen²í vlastní £íslo matice C. Nech´ W ⊆ V (G) je nezávislá mnoºina velikosti α = α(G) v G
a nech´ B = − 1

n
(d−λn)J je hlavní podmatice matice C ur£ená °ádky a sloupci z W . Nejmen²í

vlastní £íslo matice B je −α
n
(d− λn). Vzhledem k proplétání vlastních £ísel je

−α
n

(d− λn) ≥ λn,

odkud jiº dokazovaná nerovnost snadno plyne.

D·kaz V¥ty 2: Nech´ ∆ = ∆(G). Dopl¬me G na ∆-regulární graf H tak, aby G byl jeho
indukovaný podgraf. Pak vlastní £ísla grafu G prolétají vlastní £ísla grafuH. P°itom λmax(H) =
∆, a tedy ∆ ≥ λ1.

Druhá nerovnost plyne z V¥ty B, kdyº matici sousednosti A grafu G chápeme jako blokovou
matici s jedním blokem, tedy m = 1 a n1 = n. Potom matice B je jednoprvková matice

B = (degavgG)

a její jediné vlastní £íslo je degavgG. Nerovnost λ1 ≥ degavgG pak plyne z V¥ty B o proplétání
vlastních £ísel.

D·kaz V¥ty 3: Nech´ χ = χ(G) a nech´ H je χ-kritický indukovaný podgraf grafu G. Ozna£me
µ1 nejv¥t²í vlastní £íslo grafu H. Z V¥ty o proplétání vlastních £ísel plyne λ1 ≥ µ1, z V¥ty 2
zase dostáváme µ1 ≥ degavg(H) ≥ δ(H) ≥ χ− 1. Odtud jiº dokazované tvrzení p°ímo vyplývá.

D·kaz V¥ty 4: Nech´ W ⊂ V (G) je nezávislá mnoºina velikosti α = α(G). P°edstavme si
matici sousednosti A grafu G jako blokovou matici, kde prvních α °ádk· (sloupc·) odpovídá
vrchol·m z W , p°i£emº m = 2 a n1 = α, n2 = n− α. Protoºe W je nezávislá mnoºina, vypadá
matice A takto

A =

(
0 A12

A21 A22

)
a odpovídající matice B z V¥ty B nech´ je

B =

(
0 b12
b21 b22

)
.

Po£et hran mezi W a V (G) \W je roven n1 · b12 = n2 · b21, a tedy

b21 = b12 ·
α

n− α
.

Protoºe v²ichni sousedé vrchol· z W jsou z V (G) \W , je

b12 ≥ δ(G).
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Podle V¥ty B jsou vlastní £ísla ν1, ν2 matice B reálná a proplétají vlastní £ísla matice A, neboli

λ1 ≥ ν1 ≥ ν2 ≥ λn,

odkud plyne
−ν1ν2 ≤ −λ1λn.

Podle Vietových vztah· je ν1ν2 = det B = −b12b21. Po dosazení

δ2(G) · α

n− α
≤ b212 ·

α

n− α
= b12b21 = −ν1ν2 ≤ −λ1λn,

odkud po úprav¥ dostaneme dokazovanou nerovnost.

D·kaz V¥ty 5: Nech´ χ = χ(G) a nech´ W1,W2, . . . ,Wχ je rozklad V (G) na nezávislé mno-
ºiny, tedy χ-obarvení grafu G. Nech´ x = (x1, x2, . . . , xn) je reálný vlastní vektor p°íslu²ný
vlastnímu £íslu λ1 (nadále x chápeme jako sloupcový vektor, podle Frobeniovy v¥ty lze x volit
s nezápornými, a tudíº kladnými, sou°adnicemi). Utvo°me matici S̃ ∈ Rχ×n takto

S̃ij =

{
xj kdyº j ∈ Wi

0 kdyº j 6∈ Wi
.

Potom D = S̃S̃T je diagonální matice s kladnými prvky na hlavní diagonále. Poloºme S =
D− 1

2 S̃.
1. Protoºe SST = E, podle V¥ty A vlastní £ísla ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νχ matice SAST proplétají
vlastní £ísla matice A = AG.
2. Matice SAST má na hlavní diagonále samé nuly, a proto

∑χ
i=1 νi = 0.

3. Jelikoº D
1
21 je vlastní vektor matice SAST p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ1, je λ1 ∈ Sp SAST .

Protoºe vektor D
1
21 má v²echny sou°adnice kladné, je λ1 nejv¥t²í vlastní £íslo matice SAST , a

tedy ν1 = λ1.
4. Z proplétání vlastních £ísel plyne

λ1 = ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νχ ≥ λn.

5. Spojením vý²e uvedených nerovností dostaneme

−λ1 = −ν1 =
χ∑
i=2

νi ≥ (χ− 1)λn

coº po úprav¥ vydá kýºenou nerovnost.
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