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Véta 1: Necht G je d-regularni graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly Ay > Ay > ... > \,,. Potom
-\,

V
v
>

Disledek: Necht G je d-regularni graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly Ay > Ay >
Potom

A
X(G) > 1+ )
(=145

Véta 2: Necht GG je graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly A\ > Xy > ... > \,. Potom

A(G) > A\ > deGang(G).

Véta 3: Necht G je graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly A\ > Ay > ... > A,. Potom

X(G) <14 A

Véta 4: Necht G je graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly Ay > Ay > ... > \,. Potom

_>\1)\n
<n.— 7m0
G = G

Véta 5: Necht G je souvisly graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly A\ > Ay > ... > \,. Potom



Dalsi véty o proplétani vlastnich éisel

Véta A: Necht A € C™*" je Hermitovska matice a S € C™*", m < n, je matice takova, ze
SS* = E. Potom vlastni ¢isla matice SAS™ proplétaji vlastni ¢isla matice A.

Diikaz: Radky matice S chapané jako vektory z C™ jsou ortonormalni a lze je doplnit na orto-
norméalni bazi celého prostoru C”. Necht T' je matice, jejiz fadky jsou tyto dopliujici vektory,

a ().

SAS* SAT* )

Potom RR* = F a

TAS* TAT*

Tudiz SAS* je hlavni podmatice matice RAR* a vlastni ¢isla matice SAS* proplétaji vlastni
¢isla matice RAR*. Pritom Sp RAR* = Sp A, protoze tyto matice jsou podobné.

Véta B: Necht

RAR" = <

All A12 <. Alm
A= A21 A22 o A2m
Aml AmZ s Amm

je Hermitovskd matice v blokovém tvaru takova, ze A;; € C™*™ pro disla
N1, N2, oy Ny poiey My = n. Necht B € C™*™ je matice, jejiz prvky b;; jsou primérné rad-
kové soucty bloku A;;. Potom vlastni ¢isla matice B proplétaji vlastni ¢isla matice A.

Diikaz: Necht S € {0, 1}™*™ je matice, jejiz i-ty fadek ma ny +no+...4+mn;_; nul nasledovanych
n; jednickami a zakon¢eny n; 1 + ...+ n,, nulami. Potom SST je diagonalni matice D s prvky
ni,No, ..., Ny, na hlavni diagonale a plati

B=D15A57.

Polozme S = D~25. Protoze S je realna matice a §5* = SST = E, vlastni ¢isla matice SAST
proplétaji vlastn{ ¢isla matice A. P¥itom SAST = D2 BD~% a Sp SAST = Sp B.

Dikazy vét o grafech
Diikaz Vé&ty 1: Necht A je matice sousednosti grafu GG. Uvazme matici

1
C=A——(d—\)J.
n

Matice A a J komutuji, a proto maji spole¢nou ortonormalni bazi slozenou z vlastnich vektoru,
pficemz vektor 1 ze samych jednicek je vlastnim vektorem piislusnym vlastnimu ¢islu d matice



A, i vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu n matice J. Odtud odvodime, ze A, je
nejmensi vlastni ¢islo matice C'. Necht W C V(G) je nezavisla mnozina velikosti « = a(G) v G
a necht B = —%(d — An)J je hlavni podmatice matice C' uréena fadky a sloupci z W. Nejmensi
vlastni ¢islo matice B je —%(d — \,). Vzhledem k proplétani vlastnich ¢isel je

(6%
—Z(d=\,) >
n(d An) > A,

odkud jiz dokazované nerovnost snadno plyne.

Dikaz Véty 2: Necht A = A(G). Dopliime G na A-regularni graf H tak, aby G byl jeho
indukovany podgraf. Pak vlastni ¢isla grafu G prolétaji vlastni ¢isla grafu H. Pfitom A\, (H) =
A, atedy A > Ay

Druhé nerovnost plyne z Véty B, kdyz matici sousednosti A grafu G chapeme jako blokovou
matici s jednim blokem, tedy m = 1 a n; = n. Potom matice B je jednoprvkova matice

B = (degawyG)
a jeji jediné vlastni ¢islo je deg,,,G. Nerovnost A\; > deg,,,G pak plyne z Véty B o proplétani
vlastnich ¢isel.

Diikaz Véty 3: Necht x = x(G) a necht H je x-kriticky indukovany podgraf grafu G. Ozna¢me
(1 nejvetsi vlastni ¢islo grafu H. Z Véty o proplétani vlastnich ¢isel plyne Ay > pq, z Véty 2
zase dostavame jui; > degqug(H) > 6(H) > x — 1. Odtud jiz dokazované tvrzeni piimo vyplyva.

Dikaz Véty 4: Necht W C V(G) je nezavisla mnozina velikosti o = a(G). Predstavme si
matici sousednosti A grafu G jako blokovou matici, kde prvnich « Fadkia (sloupci) odpovida
vrcholim z W, pricemz m = 2 a ny = a,ny = n — a. Protoze W je nezavisl4 mnozina, vypada

matice A takto
A f—
( Ay Agg >

a odpovidajici matice B z Véty B necht je

B = .
( bo1 Do >
Pocet hran mezi W a V(G) \ W je roven ny - bis = na - by, a tedy

«

b21 = bl? .

Protoze vsichni sousedé vrcholi z W jsou z V(G) \ W, je

bia > 6(G).
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Podle Véty B jsou vlastni ¢isla v, 5 matice B realna a proplétaji vlastni ¢isla matice A, neboli
AL >V 2>V 2 Ay,

odkud plyne
%) S _)\1/\71
Podle Vietovych vztahi je vjv9 = det B = —bi3bo1. Po dosazeni

«

0*(G) - <

2 a
< biy - ——— = biabar = =111 < =1\,
n—ao n—ao

odkud po tupravé dostaneme dokazovanou nerovnost.

Dikaz Vé&ty 5: Necht x = x(G) a necht Wy, Wy, ..., W, je rozklad V(G) na nezavislé mno-
ziny, tedy x-obarveni grafu G. Necht z = (z1,x9,...,x,) je redlny vlastni vektor piislusny
vlastnimu ¢islu Ay (nadale x chapeme jako sloupcovy vektor, podle Frobeniovy véty lze x volit
s nezapornymi, a tudiz kladnymi, soufadnicemi). Utvofme matici S € RX™ takto

§H_{ x; kdyzjeW,

Y0 kdyzj €W

Potom D = SS7 je diagonalni matice s kladnymi prvky na hlavni diagonéle. Polozme S =
D738,

1. Protoze SST = E, podle Véty A vlastni ¢isla vy > vy > ... > v, matice SAST proplétaji
vlastni ¢isla matice A = Ag.

2. Matice SAST m4 na hlavni diagonéle samé nuly, a proto 3%, v; = 0.

3. Jelikoz Dz1 je vlastni vektor matice SAST piislusny vlastnimu &slu A, je Ay € Sp SAST.
Protoze vektor D21 ma viechny soufadnice kladné, je \; nejvétsi vlastni éislo matice SAST, a
tedy Vv = /\1.

4. 7 proplétani vlastnich ¢isel plyne

/\IZVIZVQZ---ZVX

5. Spojenim vyse uvedenych nerovnosti dostaneme
X
—/\1 = —l = ZVZ‘ 2 (X — 1))\71
=2

coZz po upravé vyda kyzenou nerovnost.



