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Silné regularni grafy

Definice: Graf se nazyva silné requldrni, pokud neni uplny a existuji ¢isla d, e, f takova, Ze
stupen kazdého vrcholu je roven d, kazdé dva sousedni vrcholy maji e spole¢nych sousedii a
kazdé dva nesousedni vrcholy maji f spole¢nych sousedii.

Véta: Je-li G silné regularni graf s parametry d,e, f, potom nastava jedna z nasledujicich
moznosti

e f=e+1,d=2f|V(G)| =2d+ 1, nebo

e existuje piirozené ¢islo s takové, Ze s = (e— f)?—4(f—d) a ﬁ((d—l—i—f—e)(s#—f—e)—Zf)
je prirozené ¢islo.

Dikaz: Necht A je matice sousednosti grafu G a necht n = |V(G)|. Z vlastnosti grafu G plyne
A*=dE +eA+ f(J—FE—A)

a tedy
A+ (f-e)A+(f-d)E=fJ

Pro nejvétsi vlastni &slo matice A, coz je d, plati d* + (f —e)d+ (f —d) = fn a pro kazdé dalsi
vlastni ¢islo A matice A pak plati

N+ (f—e)d+(f—d) =0,
nebot 0 je (n — 1)-nasobné vlastni ¢islo matice J. Polozme
D=(e— ) —4(f —d),

pak
Sp G = {d, y(e — [ + VD), (e~ f VD))



pro nezapornd cela ¢isla p,q. Pro pocet vlastnich ¢isel, jejich soucet a soucet jejich druhych
mocnin pak plati
Il+p+qg=n

d+g(e—f+\/5)+g(e—f—\/5):0
d2+§(e—f+\/5)2+%(e—f—@)Q:nd.

A) Je-li VD iracionalni, pak p = q = ”;1 a bud f —e > 2 (v kterémzto piipadé G by byl
tplny graf), nebo f — e = 1, z ¢ehoZ pak plyne d =2f an = 2d + 1.

B) Je-li VD racionalni, pak D = s? pro piirozené &islo s. V tomto pifpadé

d
= ((d—1+f— —e)—2
p=gr(@=15 = s+ -0 -2f)
musi byt celé ¢islo.

Friendship theorem

Vé&ta: Necht v grafu G maji kazdé dva riizné vrcholy pravé jednoho spole¢ného souseda. Potom
G obsahuje vrchol, ktery sousedi se v8§emi ostatnimi vrcholy tohoto grafu.

Dikaz: Necht G je takovy graf. Mnoziny sousedu, tj. Ng(u),u € V(G), spliuji |Ng(u) N
Ng(v)| = 1 pro kazdé u # v, a téz pro kazdé dva rizné vrcholy u, v existuje pravé jedna mnozina
Ng(w) takova, ze u,v € Ng(w). MnoZinovy systém Ng = (V(G),{Ng(u) : u € V(G)}) tak
spliuje dva ze tif axiomu projektivnich rovin.

Pokud Ng splituje i tfeti axiom, tj. existenci ¢ty¥ bodi, z nichz zadné t¥i nelezi na jedné
pfimce, pak se jedna o projektivni rovinu. Specidlné pak existuje ¢islo m takové, ze |Ng(u)| =
m + 1 pro kazdy vrchol u a |V(G)| = m* + m + 1. V tom pifpadé je G silné regularni graf s
parametry d = m+ 1l,e = 1, f = 1 a G ma m? + m + 1 vrcholti. Ve vété o parametrech silné
regularnich grafi musi nastat druh&d moznost (nebot f = e # e+ 1), tedy s = 2/m = 2t pro
prirozené ¢islo t. Po tpravé pak dostaneme

d 2+ 1)t - 1)

P=g5d=1+f—)ls+f-e)=2f)= 2t

coz pro t > 1 prirozené ¢islo byt nemiize.

Proplétani vlastnich c¢isel

Véta: Necht A € C"*" je Hermitovskd matice, necht A\; > Ay > ...\, jsou jeji vlastni ¢isla, a
necht uy, ug, ..., u, € C™ je ortonormalni baze slozena z vlastnich vektori (u; je vlastni vektor
piislusny vlastnimu ¢islu \;, i = 1,2,...,n.) Pak pro kazdé k = 1,2,...,n plati
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o r*Ax > \x*x pro vSechny vektory = € ({uq, us, ..., ux}),

o r*Ax < \px*x pro vSechny vektory x € ({ug, Ugs1,- .-, Un})-

Véta (Proplétani vlastnich €&isel): Necht A € C™*" je Hermitovskd matice a necht \; >
Ao > ...\, jsou jeji vlastni ¢isla. Necht B je jeji hlavni podmatice fadu k x k (tj. B vznikne z
A vynechanim n — k fadku a jim odpovidajicich n — k sloupcii) a necht vlastni ¢isla matice B
jsou g > pe > ... > pg. Potom pro kazdé ¢ = 1,2, ...k plati

Ai 2 i = Nign—k-

Dikaz: Dokazeme nejprve pro k = n — 1. Necht B vznikne z A vynechanim fadku a sloupce s
indexem j. Necht {z1,z9,...,2,} C C™ je ortonormalni baze matice A a {y1,vy2,...,Yn-1} C
C™ ! ortonormaln{ baze matice B. Proy € C"!, oznatme z(y) vektor délky n vznikly z vektoru
y tak, Ze za prvnich j — 1 slozek vlozime nulu. Potom pro kazdé y € C"! je 2*(y)z(y) = y*y a
2*(y)Az(y) = y*By. Oznacme

Sl = <{ZE¢,ZL‘Z'+1, ce ,ZEn}>,

So = {y1, 12, ¥i}),
Sy ={z(y) : y € Sy}

Potom z*Az < Mz % x pro kazdé x € Sy a 2*(y)Az(y) = y*By > wy*y = z*(y)z(y) pro kazdé
y € Sy, a tedy kazdé z = z(y) € S3. Protoze dim S; = n —i+ 1 a dim Sy = dim S3 = 1, je
dim Sy +dim S5 > n > dim (S; + S3), a tedy dim (S; N S3) > 0. Existuje tedy nenulovy vektor
z € 51N S3. Toto z je rovno z(y) pro néjaké y € Sy a plati

Nz*z2 > 2" Az =y*By > py'y = w2z,

Pro diikaz nerovnosti A; > ;11 postupujeme obdobné, volime

S = <{£171,51727 s >$i+1}>,

Sy = {¥is Yir1s - Yn-1})-
Vidime, 7Ze vlastni ¢isla matice B se stiidaji s vlastnimi ¢isly matice A, odtud nazev proplé-
tand vlastnich ¢isel:
AL 2> 2 A 2> flg > oo 2 o1 2 Ap.
Pro obecny pfipad, kdy podmatice B je fadu k x k, aplikujeme pfedchozi postup (n—k)-krat,
nebot B vznikne z A opakovanim operace “vynechej fadek a odpovidajici sloupec” (n — k)-krat.
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Odhady pro nezavislost a barevnost pomoci vlastnich ¢isel

Véta: Necht G je graf o n vrcholech s vlastnimi Gisly Ay > Ay > ... > \,,. Potom
a(G) <min {|{i: \; <0}, [{i: \; > 0}|}.

Dikaz: Necht W C V(G) je nezavisla mnozina velikosti @ = a(G) v G. Matice sousednosti
grafu G[W] je nulova matice fadu a X v, a soucasné je to hlavni podmatice matice sousednosti
grafu G. Proto jeji vlastni ¢isla (coz jsou samé nuly) proplétaji vlastni &isla grafu G. Tedy
Ao > 0> \_as1, odkud jiz dokazovana nerovnost plyne.

Véta: Necht G je d-regularni graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly Ay > Ay > ... > \,. Potom

—A
G)<n- -,
Oé( >_n d_)\n

Dikaz: Necht A je matice sousednosti grafu GG. Uvazme matici
1
C=A——(d—\,)J.
n

Matice A a J komutuji, a proto maji spole¢nou ortonormalni bazi slozenou z vlastnich vektort,
pricemz vektor 1 ze samych jednicek je vlastnim vektorem ptislusSnym vlastnimu ¢éislu d matice
A, i vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu n matice J. Odtud odvodime, ze A, je
nejmensi vlastni ¢islo matice C'. Necht W C V(G) je nezavisla mnozina velikosti « = a(G) v G
a necht B = —%(d — A\n)J je hlavni podmatice matice C' urcena fadky a sloupci z W. Nejmensi
vlastni ¢islo matice B je —%(d — A,). Vzhledem k proplétani vlastnich ¢isel je

(07
(1) 2

odkud jiz dokazované nerovnost snadno plyne.

Disledek: Necht G je d-regularni graf o n vrcholech s vlastnimi ¢isly Ay > Ay > ... > A,.

Potom \
X(G)>1+ 21,
| Anl



