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Siln¥ regulární grafy

De�nice: Graf se nazývá siln¥ regulární, pokud není úplný a existují £ísla d, e, f taková, ºe
stupe¬ kaºdého vrcholu je roven d, kaºdé dva sousední vrcholy mají e spole£ných soused· a
kaºdé dva nesousední vrcholy mají f spole£ných soused·.

V¥ta: Je-li G siln¥ regulární graf s parametry d, e, f , potom nastává jedna z následujících
moºností

� f = e+ 1, d = 2f, |V (G)| = 2d+ 1, nebo

� existuje p°irozené £íslo s takové, ºe s2 = (e−f)2−4(f−d) a d
2fs

((d−1+f−e)(s+f−e)−2f)
je p°irozené £íslo.

D·kaz: Nech´ A je matice sousednosti grafu G a nech´ n = |V (G)|. Z vlastností grafu G plyne

A2 = dE + eA+ f(J − E − A)

a tedy
A2 + (f − e)A+ (f − d)E = fJ.

Pro nejv¥t²í vlastní £íslo matice A, coº je d, platí d2+(f − e)d+(f −d) = fn a pro kaºdé dal²í
vlastní £íslo λ matice A pak platí

λ2 + (f − e)λ+ (f − d) = 0,

nebo´ 0 je (n− 1)-násobné vlastní £íslo matice J . Poloºme

D = (e− f)2 − 4(f − d),

pak

Sp G = {d, 1
2
(e− f +

√
D)(p),

1

2
(e− f −

√
D)(q)}
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pro nezáporná celá £ísla p, q. Pro po£et vlastních £ísel, jejich sou£et a sou£et jejich druhých
mocnin pak platí

1 + p+ q = n

d+
p

2
(e− f +

√
D) +

q

2
(e− f −

√
D) = 0

d2 +
p

4
(e− f +

√
D)2 +

q

4
(e− f −

√
D)2 = nd.

A) Je-li
√
D iracionální, pak p = q = n−1

2
a bu¤ f − e ≥ 2 (v kterémºto p°ípad¥ G by byl

úplný graf), nebo f − e = 1, z £ehoº pak plyne d = 2f a n = 2d+ 1.
B) Je-li

√
D racionální, pak D = s2 pro p°irozené £íslo s. V tomto p°ípad¥

p =
d

2fs
((d− 1 + f − e)(s+ f − e)− 2f)

musí být celé £íslo.

Friendship theorem

V¥ta: Nech´ v grafu G mají kaºdé dva r·zné vrcholy práv¥ jednoho spole£ného souseda. Potom
G obsahuje vrchol, který sousedí se v²emi ostatními vrcholy tohoto grafu.
D·kaz: Nech´ G je takový graf. Mnoºiny soused·, tj. NG(u), u ∈ V (G), spl¬ují |NG(u) ∩
NG(v)| = 1 pro kaºdé u 6= v, a téº pro kaºdé dva r·zné vrcholy u, v existuje práv¥ jedna mnoºina
NG(w) taková, ºe u, v ∈ NG(w). Mnoºinový systém NG = (V (G), {NG(u) : u ∈ V (G)}) tak
spl¬uje dva ze t°í axiom· projektivních rovin.

Pokud NG spl¬uje i t°etí axiom, tj. existenci £ty° bod·, z nichº ºádné t°i neleºí na jedné
p°ímce, pak se jedná o projektivní rovinu. Speciáln¥ pak existuje £íslo m takové, ºe |NG(u)| =
m + 1 pro kaºdý vrchol u a |V (G)| = m2 +m + 1. V tom p°ípad¥ je G siln¥ regulární graf s
parametry d = m + 1, e = 1, f = 1 a G má m2 +m + 1 vrchol·. Ve v¥t¥ o parametrech siln¥
regulárních graf· musí nastat druhá moºnost (nebo´ f = e 6= e + 1), tedy s = 2

√
m = 2t pro

p°irozené £íslo t. Po úprav¥ pak dostaneme

p =
d

2fs
((d− 1 + f − e)(s+ f − e)− 2f) =

(t2 + 1)(t3 − 1)

2t

coº pro t > 1 p°irozené £íslo být nem·ºe.

Proplétání vlastních £ísel

V¥ta: Nech´ A ∈ Cn×n je Hermitovská matice, nech´ λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λn jsou její vlastní £ísla, a
nech´ u1, u2, . . . , un ∈ Cn je ortonormální báze sloºená z vlastních vektor· (ui je vlastní vektor
p°íslu²ný vlastnímu £íslu λi, i = 1, 2, . . . , n.) Pak pro kaºdé k = 1, 2, . . . , n platí
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� x∗Ax ≥ λkx
∗x pro v²echny vektory x ∈ 〈{u1, u2, . . . , uk}〉,

� x∗Ax ≤ λkx
∗x pro v²echny vektory x ∈ 〈{uk, uk+1, . . . , un}〉.

V¥ta (Proplétání vlastních £ísel): Nech´ A ∈ Cn×n je Hermitovská matice a nech´ λ1 ≥
λ2 ≥ . . . λn jsou její vlastní £ísla. Nech´ B je její hlavní podmatice °ádu k × k (tj. B vznikne z
A vynecháním n− k °ádk· a jim odpovídajících n− k sloupc·) a nech´ vlastní £ísla matice B
jsou µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µk. Potom pro kaºdé i = 1, 2, . . . , k platí

λi ≥ µi ≥ λi+n−k.

D·kaz: Dokáºeme nejprve pro k = n− 1. Nech´ B vznikne z A vynecháním °ádku a sloupce s
indexem j. Nech´ {x1, x2, . . . , xn} ⊂ Cn je ortonormální báze matice A a {y1, y2, . . . , yn−1} ⊂
Cn−1 ortonormální báze matice B. Pro y ∈ Cn−1, ozna£me z(y) vektor délky n vzniklý z vektoru
y tak, ºe za prvních j − 1 sloºek vloºíme nulu. Potom pro kaºdé y ∈ Cn−1 je z∗(y)z(y) = y∗y a
z∗(y)Az(y) = y∗By. Ozna£me

S1 = 〈{xi, xi+1, . . . , xn}〉,

S2 = 〈{y1, y2, . . . , yi}〉,

S3 = {z(y) : y ∈ S2}.

Potom x∗Ax ≤ λix ∗ x pro kaºdé x ∈ S1 a z∗(y)Az(y) = y∗By ≥ µiy
∗y = z∗(y)z(y) pro kaºdé

y ∈ S2, a tedy kaºdé z = z(y) ∈ S3. Protoºe dim S1 = n − i + 1 a dim S2 = dim S3 = i, je
dim S1+dim S3 > n ≥ dim (S1+S3), a tedy dim (S1∩S3) > 0. Existuje tedy nenulový vektor
z ∈ S1 ∩ S3. Toto z je rovno z(y) pro n¥jaké y ∈ S2 a platí

λiz
∗z ≥ z∗Az = y∗By ≥ µiy

∗y = µiz
∗z,

a tedy λi ≥ µi.
Pro d·kaz nerovnosti λi ≥ µi+1 postupujeme obdobn¥, volíme

S1 = 〈{x1, x2, . . . , xi+1}〉,

S2 = 〈{yi, yi+1, . . . , yn−1}〉.

Vidíme, ºe vlastní £ísla matice B se st°ídají s vlastními £ísly matice A, odtud název proplé-

tání vlastních £ísel:
λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn−1 ≥ λn.

Pro obecný p°ípad, kdy podmatice B je °ádu k×k, aplikujeme p°edchozí postup (n−k)-krát,
nebo´ B vznikne z A opakováním operace �vynechej °ádek a odpovídající sloupec� (n−k)-krát.

3



Odhady pro nezávislost a barevnost pomocí vlastních £ísel

V¥ta: Nech´ G je graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

α(G) ≤ min {|{i : λi ≤ 0}|, |{i : λi ≥ 0}|}.

D·kaz: Nech´ W ⊆ V (G) je nezávislá mnoºina velikosti α = α(G) v G. Matice sousednosti
grafu G[W ] je nulová matice °ádu α×α, a sou£asn¥ je to hlavní podmatice matice sousednosti
grafu G. Proto její vlastní £ísla (coº jsou samé nuly) proplétají vlastní £ísla grafu G. Tedy
λα ≥ 0 ≥ λn−α+1, odkud jiº dokazovaná nerovnost plyne.

V¥ta: Nech´ G je d-regulární graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Potom

α(G) ≤ n · −λn
d− λn

.

D·kaz: Nech´ A je matice sousednosti grafu G. Uvaºme matici

C = A− 1

n
(d− λn)J.

Matice A a J komutují, a proto mají spole£nou ortonormální bázi sloºenou z vlastních vektor·,
p°i£emº vektor 1 ze samých jedni£ek je vlastním vektorem p°íslu²ným vlastnímu £íslu d matice
A, i vlastním vektorem p°íslu²ným vlastnímu £íslu n matice J . Odtud odvodíme, ºe λn je
nejmen²í vlastní £íslo matice C. Nech´ W ⊆ V (G) je nezávislá mnoºina velikosti α = α(G) v G
a nech´ B = − 1

n
(d−λn)J je hlavní podmatice matice C ur£ená °ádky a sloupci z W . Nejmen²í

vlastní £íslo matice B je −α
n
(d− λn). Vzhledem k proplétání vlastních £ísel je

−α
n
(d− λn) ≥ λn,

odkud jiº dokazovaná nerovnost snadno plyne.

D·sledek: Nech´ G je d-regulární graf o n vrcholech s vlastními £ísly λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.
Potom

χ(G) ≥ 1 +
λ1
|λn|

.
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