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Vlastní £ísla matic

De�nice: Vlastní £íslo £tvercové matice A ∈ T n×n je takové £íslo λ ∈ T , ºe existuje nenulový
vektor v ∈ T n takový, ºe Av = λv. Takový vektor se pak nazývá vlastní vektor matice A
p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ. Mnoºina Vλ v²ech vlastních vektor· p°íslu²ných vlastnímu £íslu λ
tvo°í vektorový podprostor prostoru T n.
Vlastnosti: Z°ejm¥ platí, ºe λ je vlastní £íslo matice A práv¥ tehdy, kdyº rovnice (A−λE)v = o
má netriviální °e²ení, tedy kdyº det(A − λE) = 0. Tento determinant je polynom stupn¥ n v
prom¥nné λ, °íká se mu charakteristický polynom matice A a zna£í se χA(λ). Je tedy λ vlastním
£íslem matice A práv¥ tehdy, kdyº je ko°enem jejího charakteristického polynomu. Násobnost λ
jako ko°ene charakteristického polynomu se pak nazývá algebraická násobnost vlastního £ísla λ,
zatímco geometrická násobnost vlastního £ísla λ je dimenze prostoru Vλ. Geometrická násobnost
vlastního £ísla je vºdy nejvý²e rovna jeho algebraické násobnosti.
De�nice: Soubor v²ech vlastních £ísel matice A se nazývá spektrum matice A a zna£í se Sp A.

Ortonormální báze sloºená z vlastních vektor·

Nadále budeme pracovat výhradn¥ nad t¥lesem komplexních £ísel C, i kdyº uvaºované matice
budou reálné. Velkou výhodou tohoto p°ístupu je, ºe charakteristický polynom matice A ∈ Cn×n

má n ko°en· (po£ítáno s násobnostmi).
V¥ta: Nech´ A ∈ Cn×n. Potom

∑
λi∈Sp A λi = tr A, kde tr A je stopa matice A, neboli sou£et

prvk· na hlavní diagonále. Toto se nahlédne z Vietových vztah· pro ko°eny charakteristického
polynomu matice A.
Uv¥domme si dále, ºe nad komplexními £ísly se skalární sou£in de�nuje jinak, neº jako stan-
dardní skalární sou£in. Pro komplexní £íslo x = a + bi de�nujeme £íslo komplexn¥ sdruºené
x∗ = a − bi, pro matici A ∈ Cn×k pak její Hermitovskou transpozici A∗ ∈ Ck×n p°edpisem
(A∗)ij = (Aji)

∗. Chápeme-li vektory x, y ∈ Cn jako sloupcové vektory, pak skalární sou£in je
de�nován jako 〈x, y〉 = x∗y =

∑n
i=1 x

∗
i yi.

De�nice: Báze X = (x1, x2, . . . , xn) se nazývá ortonormální pokud X∗X = E, tj. 〈xi, xj〉 = δij
pro v²echna i, j = 1, 2, . . . , n.
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De�nice: Matice A ∈ Cn×n se nazývá normální, pokud komutuje se svojí Hermitovskou trans-
pozicí, tj. pokud AA∗ = A∗A.
V¥ta: Matice A ∈ Cn×n má ortonormální bázi sloºenou z vlastních vektor· (formáln¥ p°esn¥ji
prostor Cn má ortonormální bázi sloºenou z vlastních vektor· matice A) práv¥ tehdy, kdyº je
A normální.
D·sledek: Je-li A ∈ Cn×n normální matice, pak pro kaºdé její vlastní £íslo je algebraická ná-
sobnost rovná geometrické.
V¥ta: Matice A1, A2, . . . , Ak ∈ Cn×n mají spole£nou ortonormální bázi sloºenou z vlastních
vektor· práv¥ tehdy, kdyº v²echny Ai jsou normální a kaºdé dv¥ z nich spolu komutují.
De�nice: Matice A ∈ Cn×n se nazývá Hermitovská, pokud A∗ = A.
V¥ta: Matice A ∈ Cn×n je Hermitovská práv¥ tehdy, kdyº je normální a v²echna její vlastní
£ísla jsou reálná.
V¥ta (Frobenious): Pro kaºdou nezápornou reálnou matici A ∈ Rn existuje reálné vlastní
£íslo λ0 ∈ Sp A takové, ºe |λ| ≤ λ0 pro kaºdé λ ∈ Sp A.
V¥ta: Nech´ A ∈ Cn×n je Hermitovská matice a nech´ P (x) ∈ C[x] je polynom v prom¥nné
x s komplexními koe�cienty. Potom Sp P (A) = {P (λ) : λ ∈ Sp A}. Konkrétn¥ pro kaºdé
κ ∈ Sp P (A) je jeho násobnost jako vlastního £ísla matice P (A) rovna sou£tu násobností vlast-
ních £ísel λ matice A, pro n¥º P (λ) = κ.

Vlastní £ísla graf· De�nice: Vlastní £íslo grafu G je vlastní £íslo jeho matice sousednosti
AG. Spektrum grafu G je spektrum jeho matice sousednosti.
Vlastnosti: Protoºe AG je symetrická reálná matice, je Hermitovská, a tedy má ortonormální
bázi sloºenou z vlastních vektor·. Navíc v²echna vlastní £ísla grafu G jsou reálná. Obvykle
pí²eme Sp G = {λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λn}. Pokud je málo z nich r·zných, zapisujeme stru£n¥ Sp G =

{κ(n1)
1 , κ

(n2)
2 , . . . , κ

(nt)
t }, kde ni je násobnost vlastního £ísla κi a κi 6= κj pro i 6= j.

Moorovy grafy

Tato kapitola je motivována otázkou, jak velké (tedy vlastn¥ jak malé) mohou být regulární
grafy bez krátkých cykl·.
Pozorování: Nech´ G je r-regulární graf obvodu v¥t²ího neº 4 (tedy G nemá ani trojúhelníky
ani kruºnice délky 4). Potom |V (G)| ≥ r2 + 1.
De�nice: Grafy extremální ve smyslu p°edchozího Pozorování, tj. r-regulární grafy bez trojú-
helník· a kruºnic délky 4, které mají p°esn¥ r2 + 1 vrchol·, se nazývají Moorovy grafy.
P°íklad: Kruºnice délky 5 je 2-regulární Moor·v graf.

V¥ta (Ho�man, Singleton, 1960): Moorovy grafy existují pro r = 1, 2, 3, 7 a moºná r = 57,
ale po ºádné jiné r.
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