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Vlastni ¢isla matic

Definice: Viastni ¢islo ¢tvercové matice A € T™*" je takové ¢islo A € T, Ze existuje nenulovy
vektor v € T" takovy, ze Av = Av. Takovy vektor se pak nazyva wvlastni vektor matice A
prislusny vlastnimu ¢islu A. Mnozina V), vSech vlastnich vektora ptislusnych vlastnimu ¢islu A
tvoii vektorovy podprostor prostoru 7™.

Vlastnosti: Ziejmé plati, Ze A je vlastni ¢islo matice A pravé tehdy, kdyz rovnice (A—AE)v = o
mé netrividlni feseni, tedy kdyz det(A — AE) = 0. Tento determinant je polynom stupné n v
proménné A, ika se mu charakteristicky polynom matice A a znadi se x4(\). Je tedy A vlastnim
¢islem matice A pravé tehdy, kdyz je kofenem jejiho charakteristického polynomu. Nasobnost A
jako kotene charakteristického polynomu se pak nazyva algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla A,
zatimco geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A je dimenze prostoru Vy. Geometricka nasobnost
vlastniho ¢isla je vzdy nejvyse rovna jeho algebraické nasobnosti.

Definice: Soubor vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva spektrum matice A a znaci se Sp A.

Ortonormalni baze sloZena z vlastnich vektori

Nadale budeme pracovat vyhradné nad télesem komplexnich ¢isel C, i kdyz uvazované matice
budou reélné. Velkou vyhodou tohoto pristupu je, ze charakteristicky polynom matice A € C™*"
mé n kofentl (po¢itano s nasobnostmi).

Véta: Necht A € C™". Potom 3. cg, 4 Ai = tr A, kde tr A je stopa matice A, neboli soucet
prvki na hlavni diagondle. Toto se nahlédne z Vietovych vztaht pro kofeny charakteristického
polynomu matice A.

Uvédomme si déle, Zze nad komplexnimi ¢isly se skalarni soucin definuje jinak, nez jako stan-
dardni skaldrni soucin. Pro komplexni ¢islo x = a + bt definujeme ¢islo komplexné sdruzené
z* = a — bi, pro matici A € C™* pak jeji Hermitovskou transpozici A* € C**" pfedpisem
(A");; = (Aj;)*. Chapeme-li vektory z,y € C™ jako sloupcové vektory, pak skalarni soucin je
definovan jako (x,y) = z*y = X", xfy;.

Definice: Baze X = (21,23, ..,1,) se nazyva ortonormdlni pokud X*X = E, tj. (x;, ;) = d;;
pro vSechna 7,7 = 1,2,...,n.



Definice: Matice A € C™*" se nazyva normdlni, pokud komutuje se svoji Hermitovskou trans-
pozici, tj. pokud AA* = A*A.

Véta: Matice A € C™*"™ ma ortonormalni bazi slozenou z vlastnich vektora (formalné presnéji
prostor C™ mé ortonormalni béazi slozenou z vlastnich vektori matice A) pravé tehdy, kdyz je
A normalni.

Disledek: Je-li A € C"™*" normalni matice, pak pro kazdé jeji vlastni ¢islo je algebraickd na-
sobnost rovna geometrické.

Véta: Matice Ay, A, ..., Ap € C™™ maji spole¢nou ortonormélni bazi slozenou z vlastnich
vektoru pravé tehdy, kdyz vSechny A; jsou normalni a kazdé dvé z nich spolu komutuji.
Definice: Matice A € C"*" se nazyva Hermitovskd, pokud A* = A.

Véta: Matice A € C™*" je Hermitovska pravé tehdy, kdyz je norméalni a vSechna jeji vlastni
¢isla jsou realna.

Véta (Frobenious): Pro kazdou nezapornou redlnou matici A € R™ existuje realné vlastni
islo \g € Sp A takové, 7e |\| < Ag pro kazdé X € Sp A.

Vé&ta: Necht A € C™ " je Hermitovska matice a necht P(z) € C[x] je polynom v proménné
x s komplexnimi koeficienty. Potom Sp P(A) = {P(\) : A € Sp A}. Konkrétné pro kazdé
k € Sp P(A) je jeho nasobnost jako vlastniho ¢isla matice P(A) rovna sou¢tu nasobnosti vlast-
nich ¢isel A matice A, pro néz P(\) = k.

Vlastni ¢isla grafti Definice: Viasini cislo grafu G je vlastni ¢islo jeho matice sousednosti
Ag. Spektrum grafu G je spektrum jeho matice sousednosti.

Vlastnosti: Protoze Ag je symetricka realn& matice, je Hermitovska, a tedy méa ortonormalni
bazi slozenou z vlastnich vektori. Navic vSechna vlastni ¢isla grafu G jsou redlna. Obvykle
piseme Sp G = {A\; > Xy > ...\, }. Pokud je mélo z nich raznych, zapisujeme stru¢né Sp G =
{H&nl), R KE””}, kde n; je nasobnost vlastniho ¢isla k; a k; # k; pro i # j.

Moorovy grafy

Tato kapitola je motivovana otazkou, jak velké (tedy vlastné jak malé) mohou byt regularni
grafy bez kratkych cykla.

Pozorovani: Necht G je r-regularni graf obvodu vétsiho nez 4 (tedy G nema ani trojihelniky
ani kruznice délky 4). Potom |V(G)| > r? + 1.

Definice: Grafy extreméalni ve smyslu predchoziho Pozorovani, tj. r-regularni grafy bez troji-
helnikii a kruznic délky 4, které maji piesné 72 + 1 vrchold, se nazyvaji Moorovy grafy.
Piiklad: Kruznice délky 5 je 2-regularni Moortv graf.

Véta (Hoffman, Singleton, 1960): Moorovy grafy existuji pro r = 1,2,3,7 a mozna r = 57,
ale po zadné jiné r.



