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Linearni formy, dualni prostor, dualni homomorfismus

Definice: Budiz V vektorovy prostor konecné dimenze n nad télesem 1. Linedrni forma na V
je linedrni zobrazeni (homomorfismus) prostoru V do télesa T'. Linedrni formy tvoii vektorovy
prostor nad 7', zna¢ime jej V* a tikdme mu dudlni prostor k prostoru V. Je-li B = {by, by, ..., b,}
béze prostoru V, pak dudlni baze k bazi B je definovana jako B* = {f1, fa, ..., fa}, kde formy
fiyi=1,2,...,n jsou dany predpisem

V1 kdyzi=j
fi(bf)_{o jinak.

Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem 7', dim U = n a dim V = k. Necht
® . U — V je homomorfismus. Dudlni homomorfismus k ® je zobrazeni ®* : V* — U*
definované takto: Pro linearni formu f € V* je ®*(f) linedrni forma na U spliujici

pro kazdy vektor u € U.

Veéta: Matice dualnitho homomorfismu vzhledem k dualnim bazim je transponovanou matici k
matici primarniho homomorfismu. Formélné

o [®]p- = (8[P]c)"
pro béze B (prostoru U) a C' (prostoru V).

Faktorprostor

Definice: Necht W je podprostor vektorového prostoru V. Prvky faktorprostoru V /W jsou
linedrni mnoziny u + W, u € V. Faktorprostor je vektorovy prostor vué¢i operacim (u + W) +

(v+W) = (u+v)+Wa X (u+W) = (A-u)+W. Pritom plati dim(V/W) = dim V —dim W.
Véta: Necht V = T™ a necht W je vektorovy podprostor V. Potom V/W+ ~ W=,
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Ditkaz: Definujme zobrazeni ¢ : V/W+ — W* tak, ze ¢(v + W*)(x) = (v,z) pro kazdé
x € W. Ukaze se, ze ¢ je korektné definované linearni zobrazeni, které je injektivni. Protoze
Im ¢ je podprostor W* stejné dimenze jako W*, je ¢ téz surjektivni.

Akce grupy na mnoziné, Burnsidovo lemma

Definice: Akce grupy G na mnoziné M je zobrazeni G x M do mnoziny M dané predpisem
(g,m) — gm spliujici 1) 1m = m pro kazdé m € M a 2) (gh)m = g(hm) pro kazdé g,h € G
am € M. Lze ukdzat, ze pro kazdé g € G je zobrazeni ¢, : M — M dané predpisem
¢4(m) = gm permutaci prvka z M. Definujeme nasledujici mnoziny:

Gm = {9 € G: gm =m} je stabilizator prvku m € M,

M., = {gm : g € G} je orbita prvku m € M,

M, ={m € M : gm = m} je mnozina pevngch bodu permutace ¢, pro g € G.

Véta (Burnsidovo lemma): Pro velikost orbit platf |M,,| = 1%L pro kazdé m € M. A pocet

|G|
orbit je roven ﬁ Somenm |Gm| = IiCl?l Ygec | My

Lemma: Necht grupa G provadi akci na mnoziné M a grupa H na mnoziné N. Necht dile
¢ : M — N je bijekce. Pokud pro prvky g € G a h € H plati h¢(m) = ¢(gm) pro kazdé
m € M, potom |My|=|Ny|.

Seideltv switching

Definice: Operace Seideluv switching provedena na graf G a jeho vrchol v vymeéni vsechny
hrany a nehrany z vrcholu v vychdzejici, formalne S(G,v) = (V(G),(E(G) U {vz : vz ¢
E(G)}) \{vz :vx € E(G)}). Grafy G a H na stejné mnoziné vrcholu jsou Seidelovsky ekviva-
lentni, pokud lze G prevést na H néjakou posloupnosti Seidelovych switchingu, v tom ptipadé
piseme G ~ H. Piseme G ~ H pokud existuje graf H' izomorfni grafu H takovy, ze G ~ H'.

Priklad: Ekviangularni systémy piimek v prostoru.
Pozorovani: Dva grafy na dané mnoziné vrcholu V' jsou Seidelovsky ekvivalentni, pravé kdyz

lezi ve stejné linedrni mnoziné ve faktorprostoru Vi, /B, . Proto je t¥id ekvivalence pii Seide-
lové switchingu presné tolik, jako Fulerovskych grafii na dané mnoziné vrcholu.

Tvrzeni: Je-li pocet vrcholu v mnoziné V' lichy, pak kazda tiida ekvivalence pti Seidelové
switchingu obsahuje pravé jeden Eulerovsky graf.

Véta: Pocet neizomorfnich tiid ekvivalence pti Seidelové switchingu na n vrcholech je roven
poctu Eulerovskych grafu na n vrcholech.

Dikaz: Pro liché n vyplyva tvrzeni z diive uvedeného pozorovani, ze kazda tiida ekvivalence
obsahuje pravé jeden Eulerovsky graf, coz zustane zachovano i po faktorizaci izomorfismem.
Tvrzeni je mnohem méné trividlni pro suda n. Nasledujici dukaz ovsem nijak neodvisi od parity



poctu vrcholu.

Oznacme V prostor vSech grafi na dané mnoziné vrcholi V', B prostor vSech elementarnich
fezu na uplném grafu Ky a & prostor vsech Eulerovskych graft na mnoziné vrcholu V. Vime,
7e B = E*. Potom jsou prostory £* a V/B izomorfni, a piitom prvky V/B jsou pravé tifdy
ekvivalence pri Seidelové switchingu. Nas ovSsem zajima pocet t¥id, které jsou ruzné i po fak-
torizaci grafovym izomorfismem. Neboli pocet orbit prostoru V/B pii akei grupy permutaci
Symy.

Je-li o € Symy, pak pro libovolny graf G € V budiz o(G) = (V,{o(u)o(v) : uwv € E(G)}).
Tuto akei grupy permutaci 1ze prodlouzit analogicky na akci na V/B a na akci na €. Ve druhém
piipadé 1ze na o pohlizet jako na automorfismus prostoru £, a uvazovat dudlni homomorfismus
o*. Pripomenme, ze V/B a £* jsou izomorfni, jejich izomorfismus jsme oznagcili ¢. Potom pro
kazdy graf G a kazdou permutaci o plati ¢(c(G)) = (671)*(¢(G)), a tedy |(V/B),| = |EF-1] a
podle Burnsidova lemmatu je pocet orbit V/B pii akei grupy permutaci stejny jako pocet orbit
E*.

Zbyva ukazat, ze pocet orbit £* je stejny jako pocet orbit £. Opét pouzijeme Burnsid-
ovo lemma, potfebujeme porovnat pocty pevnych bodu v £ pii akci o s poc¢tem pevnych
bodu &* pii akci o*. Je ovéem &, = {G € & : o(G) = G} = Ker(o + id). Podobné
E* o+ = Ker(o* +id*) = Ker(o + id)*. Protoze matice dudlniho homomorfismu je transpono-
vana k matici priméarniho, maji stejnou hodnost, a tedy i jadra maji stejnou dimenzi. Proto pro
kazdé o je |E,| = |E*,+| a podle Burnsidova lemmatu je pocet orbit £* pii akei grupy permutaci
stejny jako pocet orbit £, tedy jako pocet neizomorfnich Eulerovskych grafi na dané mnoziné
vrcholu.




