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Ortogonalita a ortogonalni doplnék podprostoru

Definice: V této prednasce uvazujeme konecénd télesa a podtélesa télesa redlnych ¢isel (tedy
dnes T nebude téleso komplexnich ¢isel), vektorové prostory budou n-tice prvku télesa (tedy
V =1T") a skaldrni soucin vektoru z,y € T" bude standardni skaldrni souc¢in

=1

Vektory x,y se nazyvaji ortogondini pokud (z,y) = 0.
Ortogondlni doplnék M+ mnoziny vektort M C T" je mnozina vektorti ortogondlnich na
véechny vektory z M, tedy M+ = {y : Voens (z,y) = 0}.

Vlastnosti ortogonalniho dopliku: Jsou-li A, B podprostory T", pak
e dim(At) = n — dim(A),
o (AT)F=A,
o (ANB)t =At+ B+
o (AUB)t =AtNBt
Je-li M C T, pak M+ = (M)" a (MY = (M).

Poznamky: Vse vyse uvedené je nejlépe vidét, hledime-li na ortogonalni doplnék jako na feseni
homogenni soustavy linearnich rovnic, pricemz fadky matice této soustavy budou vektory z A
(staci vzit néjakou bézi).

Uvédomte si rozdil koneénych téles od realnych ¢isel — nad konecnym télesem muze byt nenulovy
vektor ortogonalni sdm na sebe, nad realnymi ¢isly nikoliv.



Mohutnosti mnozinovych systému podruhé

Véta (sudo-sudomésta): Necht A, Ay, ..., Ay jsou rizné podmnoziny n-prvkové mnoziny
X takové, ze kazdd ma sudy pocet prvku a kazdé dvé z nich maji sudy pocet spolecnych prvki.
Potom k < 2l3]. Navic tento odhad je tésny, pro kazdé n existuje sudo-sudomésto s 212
mnozinami.

Diikaz: Pro jednoduchost zapisu ztotoznime mnoziny s jejich charakteristickymi vektory, tedy
chdpeme A; € {0,1}" = GF(2)". Oznacme M = {A;,..., Ax}. Podminka na sudo-sudomeésto
ik, ze (A;, A;) = 0 pro viechna i, j, a tedy M C M*. Tudiz dim({(M)) < n—dim((M)), neboli
2. dim((M)) < n, z ¢ehoz plyne dim((M)) < [2]. Proto |M| < | (M) | = 2dmM) < ol5],

Pro konstrukci seskupme prvky mnoziny X do |%] dvojic a vytvofme mnoziny A; vSemi

moznymi zpusoby tak, ze prvky kazdé dvojice bud oba patif nebo oba nepatif do A;.

Otazky k zamysleni:

1. Maxima&lni mésta Pro kterd x,y € {sudo,licho} je pravda, ze kazdd dvé maximélni (co do
inkluze) x-y-mésta na stejné mnoziné X maji stejny pocet mnozin?

2. Mod-q meésta Pro prirozené cislo ¢ nazveme Mod-¢g-mésto mnozinovy systém takovy, ze
mohutnost zadné mnoziny neni délitelnd ¢islem ¢, zatimco mohutnost pruniku libovolnych dvou
ruznych mnozin z tohoto systému ¢islem ¢ délitelna je. Dokazte, ze pro kazdé ¢islo ¢ existuje
prirozené ¢islo ¢(q) takové, ze kazdé Mod-q mésto na n-prvkové mnoziné X ma nejvyse c(q) - n
mnozin.

3. Ukazte, ze c¢(p') = 1 pro kazdé prvocislo p a libovolné ¢.

Prostor cykla grafu

Pro tento paragraf zafixujeme (libovolny) graf G = (V, E) a budeme uvazovat jeho napnuté pod-
grafy, tj. podgrafy H = (V(H), E(H)) takové, ze V(H) =V a E(H) C E. Kazdy takovy pod-
graf H ztotoznime s charakteristickym vektorem jeho mnoziny hran jako podmnoziny mnoziny
E, tedy chapeme H € GF(2)F. Mnozinu viech napnutych podgrafi grafu G oznac¢ime Vg.

Tvrzeni: Vg je vektorovy prostor nad GF(2), pficemz s¢itani vektoru odpovidd symetrické
diferenci mnozin hran.

Definice: Oznac¢me E; mnozinu vsech napnutych podgrafi grafu G, jejichz vsechny stupné jsou
sudé (takové grafy budeme nazyvat Fulerovské). Oznaéme Bg mnozinu vSech elementarnich

fezu grafu G, tj. mnozinu vSech grafu By = (V,{zy:x € A,y e V\ Ajzy € E}) pro ACV.
Véta: Jak &g, tak Bg jsou vektorové podprostory Vg. Pritom plati £5 = Bg a B = Eg. Je-li
graf G souvisly, je dim(Bg) = |V| — 1, a tedy dim(&;) = |E| — |V| + 1. (Prostor &g se nazyva
prostor cyklu grafu G, prostor B¢ je jeho prostor Fezu.)



Diikaz: Ukdzeme, Ze prostor fezu je generovan hvézdami, tj. podgrafy By, u € V, a déle, Ze
libovolny napnuty podgraf je Eulerovsky pravé tehdy, kdyz je ortogonalni ke vsem hvézdam.
Je-li G souvisly, pak libovolnych |V| — 1 hvézd je linedrné nezavislych.

Otazky k zamysleni:

1. Odvodte vzorec pro dimenzi prostoru cyklu nesouvislého grafu, v zavislosti na poc¢tu kom-

ponent souvislosti.
2. Ukazte, ze pro rovinny graf je prostor cyklu generovan jeho sténovymi kruznicemi.

Seideliav switching

Definice: Operace Seideliv switching provedena na graf G a jeho vrchol v vyméni vSechny
hrany a nehrany z vrcholu v vychazejici, formalne S(G,v) = (V(G),(E(G) U {vx : vx &
E(G)}) \{vz : vz € E(G)}). Grafy G a H na stejné mnoziné vrcholu jsou Seidelovsky ekviva-
lentni, pokud lze G prevést na H néjakou posloupnosti Seidelovych switchingu, v tom piipadé
piseme G ~ H. Piseme G =~ H pokud existuje graf H' izomorfni grafu H takovy, ze G ~ H'.

Priiklad: Ekviangularni systémy ptimek v prostoru.

Pozorovani: Dva grafy na dané mnoziné vrcholi V' jsou Seidelovsky ekvivalentni, pravé kdyz
lezi ve stejné linearni mnoziné ve faktorprostoru V., / Bk, . Proto je t¥id ekvivalence pii Seide-
lové switchingu presné tolik, jako Eulerovskych grafu na dané mnoziné vrcholu.

Rozklad grafu na dva Eulerovské podgrafy

Lemma: Pro kazdy podprostor M prostoru GF(2)" plati, Ze 1 € M + M*. (Symbolem 1
znacime vektor slozeny ze samych jednicek.)

Ditkaz: Pro kazdy vektor x € M N M* je (x,z) = 0. Nad GF(2) ale plati (z,z) = (z,1), a
tedy 1€ (MO MY): = M+ M*,

Véta: Pro kazdy graf G existuje podmnozina vrcholi A C V(G) takovd, ze G[A] i G[V \ A
jsou Eulerovské grafy (tj. maji vSechny stupné sudé).

Ditikaz: Aplikujte piedchozi lemma na prostor GF(2)#(¢) = Vg a jeho podprostor M = &.
Uvédomte si, ze v tomto prostoru je 1 = G.



