
NDMI028 Aplikace lineárńı algebry v kombinatorice
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Ortogonalita a ortogonálńı doplněk podprostoru

Definice: V této přednášce uvažujeme konečná tělesa a podtělesa tělesa reálných č́ısel (tedy
dnes T nebude těleso komplexńıch č́ısel), vektorové prostory budou n-tice prvk̊u tělesa (tedy
V = T n) a skalárńı součin vektor̊u x, y ∈ T n bude standardńı skalárńı součin

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi.

Vektory x, y se nazývaj́ı ortogonálńı pokud 〈x, y〉 = 0.
Ortogonálńı doplněk M⊥ množiny vektor̊u M ⊆ T n je množina vektor̊u ortogonálńıch na
všechny vektory z M , tedy M⊥ = {y : ∀x∈M 〈x, y〉 = 0}.
Vlastnosti ortogonálńıho doplňku: Jsou-li A,B podprostory T n, pak

� dim(A⊥) = n− dim(A),

� (A⊥)⊥ = A,

� (A ∩ B)⊥ = A⊥ + B⊥,

� (A ∪ B)⊥ = A⊥ ∩ B⊥.

Je-li M ⊆ T n, pak M⊥ = 〈M〉⊥ a (M⊥)⊥ = 〈M〉.

Poznámky: Vše výše uvedené je nejlépe vidět, hled́ıme-li na ortogonálńı doplněk jako na řešeńı
homogenńı soustavy lineárńıch rovnic, přičemž řádky matice této soustavy budou vektory z A
(stač́ı vźıt nějakou bázi).
Uvědomte si rozd́ıl konečných těles od reálných č́ısel – nad konečným tělesem může být nenulový
vektor ortogonálńı sám na sebe, nad reálnými č́ısly nikoliv.
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Mohutnosti množinových systémů podruhé

Věta (sudo-sudoměsta): Nechť A1, A2, . . . , Ak jsou r̊uzné podmnožiny n-prvkové množiny
X takové, že každá má sudý počet prvk̊u a každé dvě z nich maj́ı sudý počet společných prvk̊u.
Potom k ≤ 2bn

2
c. Nav́ıc tento odhad je těsný, pro každé n existuje sudo-sudoměsto s 2bn

2
c

množinami.

Důkaz: Pro jednoduchost zápisu ztotožńıme množiny s jejich charakteristickými vektory, tedy
chápeme Ai ∈ {0, 1}n = GF (2)n. Označme M = {A1, . . . , Ak}. Podmı́nka na sudo-sudoměsto
ř́ıká, že 〈Ai, Aj〉 = 0 pro všechna i, j, a tedy M ⊆M⊥. Tud́ıž dim(〈M〉) ≤ n−dim(〈M〉), neboli

2 · dim(〈M〉) ≤ n, z čehož plyne dim(〈M〉) ≤ bn
2
c. Proto |M | ≤ | 〈M〉 | = 2dim(〈M〉) ≤ 2bn

2
c.

Pro konstrukci seskupme prvky množiny X do bn
2
c dvojic a vytvořme množiny Ai všemi

možnými zp̊usoby tak, že prvky každé dvojice buď oba patř́ı nebo oba nepatř́ı do Ai.

Otázky k zamyšleńı:
1. Maximálńı města Pro která x, y ∈ {sudo,licho} je pravda, že každá dvě maximálńı (co do
inkluze) x-y-města na stejné množině X maj́ı stejný počet množin?
2. Mod-q města Pro přirozené č́ıslo q nazveme Mod-q-město množinový systém takový, že
mohutnost žádné množiny neńı dělitelná č́ıslem q, zat́ımco mohutnost pr̊uniku libovolných dvou
r̊uzných množin z tohoto systému č́ıslem q dělitelná je. Dokažte, že pro každé č́ıslo q existuje
přirozené č́ıslo c(q) takové, že každé Mod-q město na n-prvkové množině X má nejvýše c(q) · n
množin.
3. Ukažte, že c(pt) = 1 pro každé prvoč́ıslo p a libovolné t.

Prostor cykl̊u grafu

Pro tento paragraf zafixujeme (libovolný) graf G = (V,E) a budeme uvažovat jeho napnuté pod-
grafy, tj. podgrafy H = (V (H), E(H)) takové, že V (H) = V a E(H) ⊆ E. Každý takový pod-
graf H ztotožńıme s charakteristickým vektorem jeho množiny hran jako podmnožiny množiny
E, tedy chápeme H ∈ GF (2)E. Množinu všech napnutých podgraf̊u grafu G označ́ıme VG.

Tvrzeńı: VG je vektorový prostor nad GF (2), přičemž sč́ıtáńı vektor̊u odpov́ıdá symetrické
diferenci množin hran.

Definice: Označme EG množinu všech napnutých podgraf̊u grafu G, jejichž všechny stupně jsou
sudé (takové grafy budeme nazývat Eulerovské). Označme BG množinu všech elementárńıch
řez̊u grafu G, tj. množinu všech graf̊u BA = (V, {xy : x ∈ A, y ∈ V \ A, xy ∈ E}) pro A ⊆ V .

Věta: Jak EG, tak BG jsou vektorové podprostory VG. Přitom plat́ı E⊥G = BG a B⊥
G = EG. Je-li

graf G souvislý, je dim(BG) = |V | − 1, a tedy dim(EG) = |E| − |V |+ 1. (Prostor EG se nazývá
prostor cykl̊u grafu G, prostor BG je jeho prostor řez̊u.)
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Důkaz: Ukážeme, že prostor řez̊u je generován hvězdami, tj. podgrafy B{u}, u ∈ V , a dále, že
libovolný napnutý podgraf je Eulerovský právě tehdy, když je ortogonálńı ke všem hvězdám.
Je-li G souvislý, pak libovolných |V | − 1 hvězd je lineárně nezávislých.

Otázky k zamyšleńı:
1. Odvoďte vzorec pro dimenzi prostoru cykl̊u nesouvislého grafu, v závislosti na počtu kom-
ponent souvislosti.
2. Ukažte, že pro rovinný graf je prostor cykl̊u generován jeho stěnovými kružnicemi.

Seidel̊uv switching

Definice: Operace Seidel̊uv switching provedena na graf G a jeho vrchol v vyměńı všechny
hrany a nehrany z vrcholu v vycházej́ıćı, formálně S(G, v) = (V (G), (E(G) ∪ {vx : vx 6∈
E(G)}) \ {vx : vx ∈ E(G)}). Grafy G a H na stejné množině vrchol̊u jsou Seidelovsky ekviva-
lentńı, pokud lze G převést na H nějakou posloupnost́ı Seidelových switching̊u, v tom př́ıpadě
ṕı̌seme G ∼ H. Ṕı̌seme G ≈ H pokud existuje graf H ′ izomorfńı grafu H takový, že G ∼ H ′.

Př́ıklad: Ekviangulárńı systémy př́ımek v prostoru.

Pozorováńı: Dva grafy na dané množině vrchol̊u V jsou Seidelovsky ekvivalentńı, právě když
lež́ı ve stejné lineárńı množině ve faktorprostoru VKV

/BKV
. Proto je tř́ıd ekvivalence při Seide-

lově switchingu přesně tolik, jako Eulerovských graf̊u na dané množině vrchol̊u.

Rozklad grafu na dva Eulerovské podgrafy

Lemma: Pro každý podprostor M prostoru GF (2)n plat́ı, že 1 ∈ M + M⊥. (Symbolem 1
znač́ıme vektor složený ze samých jedniček.)

Důkaz: Pro každý vektor x ∈ M ∩M⊥ je 〈x, x〉 = 0. Nad GF (2) ale plat́ı 〈x, x〉 = 〈x,1〉, a
tedy 1 ∈ (M ∩M⊥)⊥ = M + M⊥.

Věta: Pro každý graf G existuje podmnožina vrchol̊u A ⊆ V (G) taková, že G[A] i G[V \ A]
jsou Eulerovské grafy (tj. maj́ı všechny stupně sudé).

Důkaz: Aplikujte předchoźı lemma na prostor GF (2)E(G) = VG a jeho podprostor M = EG.
Uvědomte si, že v tomto prostoru je 1 = G.
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