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Lineárńı závislost a nezávislost

Definice: Konečná množina vektor̊u z vektorového prostoru V nad tělesem T je lineárně
nezávislá, pokud jediná lineárńı kombinace těchto vektor̊u, která se rovná nulovému vektoru,
je kombinace triviálńı.
Hodnost matice A ∈ T n×k je maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u této matice, jakož i
maximálńı počet lineárně nezávislých sloupc̊u; hodnost matice A znač́ıme rankA.

Užitečné principy: Jsou-li vektory u1, u2, . . . , uk z vektorového prostoru V lineárně nezávislé,
pak k ≤ dimV .
Pro každé dvě matice A,B, které je možno násobit, plat́ı rankAB ≤ min{rankA, rankB}.
Č́ıselné vektory u1, u2, . . . , un ∈ T n jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když
det(u1, u2, . . . , un) 6= 0.

Otázka k zamyšleńı: Každé těleso T obsahuje prvky 0 a 1. Takže vektory, je-
jichž všechny složky jsou 0 nebo 1, je možno chápat nad r̊uznými tělesy. Např. nad
GF (2), GF (p), GF (pn), Q,R,C. Pro které dvojice těles T, T ′ z výše uvedené množiny plat́ı
tvrzeńı: Jsou-li vektory u1, u2, . . . , uk ∈ {0, 1}n lineárně nezávislé nad tělesem T , potom jsou
lineárně nezávislé i nad tělesem T ′?

Mohutnosti množinových systémů

Věta (skoro-disjunktńı systémy množin): Nechť A1, A2, . . . , Ak jsou r̊uzné podmnožiny
n-prvkové množiny X takové, že každé dvě z nich maj́ı právě jeden společný prvek. Potom
k ≤ n.

Důkaz: Nechť A je matice incidence tohoto množinového systému. Potom ATA je čtvercová
matice řádu k×k, která na diagonále má mohutnosti množin a mimo diagonálu samé jedničky,
pokud matici A chápeme nad tělesem R. Pak detATA 6= 0, a tedy k = rankATA ≤ rankA ≤ n.

Věta (pohádka o sudo-lichoměstech): V jistém městě, přezd́ıvaném Even-Oddton, si oby-
vatelé libovali ve sdružováńı se v klubech. Když množstv́ı klub̊u začalo administrativě přer̊ustat
přes hlavu, matematiky znalý starosta vydal nař́ızeńı, že každý klub muśı mı́t lichý počet člen̊u,
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a nav́ıc každé dva kluby muśı mı́t sudý počet společných člen̊u. Povedlo se mu t́ımto nař́ızeńım
počet klub̊u výrazně omezit?
Matematická formulace, včetně odpovědi: Nechť A1, A2, . . . , Ak jsou r̊uzné podmnožiny n-
prvkové množiny X takové, že každá má lichý počet prvk̊u a každé dvě z nich maj́ı sudý počet
společných prvk̊u. Potom k ≤ n.

Důkaz: Nechť A je matice incidence tohoto množinového systému. Potom ATA je čtvercová
matice řádu k × k, která na diagonále má mohutnosti množin a mimo diagonálu mohutnosti
pr̊unik̊u, pokud matici A chápeme nad tělesem R. Chápejme ji ale nad dvouprvkovým tělesem
GF (2). Pak ATA = E, a tedy k = rankATA ≤ rankA ≤ n.

Otázka k zamyšleńı: Kolik klub̊u může být v anaglogicky definovaném Odd-Eventonu? A
kolik v Even-Eventonu? A kolik v Odd-Oddtonu?

Dvouvzdálenostńı množiny bod̊u v prostoru

Definice: Množina bod̊u v Rn se nazývá s-vzdálenostńı pokud vzájemné vzdálenosti těchto
bod̊u nabývaj́ı celkem nejvýše s hodnot.

Věta: Nechť ms(n) znač́ı maximálńı počet bod̊u s-vzdálenostńı množiny v n-dimenzionálńım
Eukleidovském prostoru. Potom(

n + 1

2

)
≤ m2(n) ≤ (n + 1)(n + 4)

2
.

Důkaz: Nechť A1, . . . , Am jsou body 2-vzdálenostńı množiny v Rn a nechť a 6= b jsou hod-
noty možných vzdálenost́ı dvojic těchto bod̊u. Definujme funkci F (X, Y ) = (d2(X, Y ) −
a2)(d2(X, Y )− b2) pro X, Y ∈ Rn (kde d(x, y) znač́ı Eukleidovskou vzdálenost bod̊u X, Y ). Po-
tom funkce fi(X) = F (X,Ai), i = 1, 2, . . . ,m jsou lineárně nezávislé. Přitom všechny náležej́ı
do prostoru polynomů v n proměnných (souřadnićıch bodu X). Vhodnou volbou generátor̊u

lze ukázat, že všechny tyto funkce patř́ı do podprostoru dimenze (n+1)(n+4)
2

.

Otázky na rozmyšlenou:
1. Pro s-vzdálenostńı množiny v n-dimenzionálńım Eukleidovském prostoru plat́ı(

n + 1

s

)
≤ ms(n) ≤

(
n + s + 1

s

)
.

2. Sférická 2-vzdálenostńı množina je 2-vzdálenostńı množina, jej́ıž všechny body lež́ı na
povrchu koule se středem v počátku. Nechť msf

s (n) znač́ı maximálńı počet bod̊u sférické s-
vzdálenostńı množiny v n-dimenzionálńım Eukleidovském prostoru. Potom(

n + 1

2

)
≤ msf

s (n) ≤ n(n + 3)

2
.
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