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Linearni zavislost a nezavislost

Definice: Koneénd mnozina vektoru z vektorového prostoru V nad télesem T je linedrné
nezavisld, pokud jedina linearni kombinace téchto vektoru, kterd se rovna nulovému vektoru,
je kombinace trivialni.

Hodnost matice A € T™** je maximalni pocet linedrné nezavislych fadki této matice, jakoz i
maximalni pocet linearné nezavislych sloupctu; hodnost matice A znacime rankA.

Uzitecné principy: Jsou-li vektory uy, us, ..., us z vektorového prostoru V linearné nezavislé,
pak £ < dim).

Pro kazdé dvé matice A, B, které je mozno nésobit, plati rankAB < min{rankA, rankB}.
Ciselné vektory wui, us,...,u, € T" jsou linedrné nezavislé prévé tehdy, kdyz

det(uq, ug, ..., u,) # 0.

Otazka k zamysleni: Kazdé téleso T obsahuje prvky 0 a 1. Takze vektory, je-
jichz vsechny slozky jsou 0 nebo 1, je mozno chapat nad ruznymi télesy. Napi. nad
GF(2),GF(p),GF(p"),Q, R,C. Pro které dvojice téles 1,7’ z vyse uvedené mnoziny plati
tvrzeni: Jsou-li vektory wi,us, ..., up € {0,1}" linedrné nezévislé nad télesem 7', potom jsou
linearné nezavislé i nad télesem T"7

Mohutnosti mnozinovych systému

Véta (skoro-disjunktni systémy mnozin): Necht A;, A, ..., Ay jsou rizné podmnoziny
n-prvkové mnoziny X takové, ze kazdé dvé z nich maji pravé jeden spolecny prvek. Potom
kE <n.

Diikaz: Necht A je matice incidence tohoto mnozinového systému. Potom AT A je étvercové
matice fadu k x k, ktera na diagonale ma mohutnosti mnozin a mimo diagonélu samé jednicky,
pokud matici A chdpeme nad télesem R. Pak detATA # 0, a tedy k = rank AT A < rankA < n.

Véta (pohadka o sudo-lichoméstech): V jistém mésté, prezdivaném Even-Oddton, si oby-
vatelé libovali ve sdruzovani se v klubech. Kdyz mnozstvi klubu zacalo administrativé prerustat
pres hlavu, matematiky znaly starosta vydal nafizeni, ze kazdy klub musi mit lichy pocet c¢lent,



a navic kazdé dva kluby musi mit sudy pocet spoleénych ¢lentu. Povedlo se mu timto nafizenim
pocet klubu vyrazné omezit?

Matematickd formulace, véetné odpovédi: Necht Ai, As, ..., A jsou rizné podmnoziny n-
prvkové mnoziny X takové, ze kazda ma lichy pocet prvku a kazdé dvé z nich maji sudy pocet
spoleénych prvku. Potom k < n.

Diikaz: Necht A je matice incidence tohoto mnozinového systému. Potom AT A je étvercové
matice fadu k x k, kterd na diagonale ma mohutnosti mnozin a mimo diagonalu mohutnosti

pruniku, pokud matici A chdpeme nad télesem R. Chapejme ji ale nad dvouprvkovym télesem
GF(2). Pak ATA=E, a tedy k = rankAT A < rankA < n.

Otazka k zamysleni: Kolik klubu muze byt v anaglogicky definovaném Odd-Eventonu? A
kolik v Even-Eventonu? A kolik v Odd-Oddtonu?
Dvouvzdalenostni mnoziny bodt v prostoru

Definice: Mnozina bodu v R" se nazyva s-uvzddlenostni pokud vzajemné vzdélenosti téchto
bodu nabyvaji celkem nejvyse s hodnot.

Véta: Necht m,(n) zna¢f maximalni pocet bodu s-vzdalenostni mnoziny v n-dimenzionalnim
Eukleidovském prostoru. Potom

<n+1> < ma(n) < (n+1)(n+4)'
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Diikaz: Necht Ay, ..., A, jsou body 2-vzdilenostni mnoziny v R" a necht a # b jsou hod-
noty moznych vzdalenost{ dvojic téchto bodi. Definujme funkci F(X,Y) = (d*(X,Y) —
a®)(d*(X,Y)—b*) pro X,Y € R" (kde d(z, y) znaéi Eukleidovskou vzdélenost bodu X,Y"). Po-
tom funkce f;(X) = F(X, A;),i = 1,2,...,m jsou linedrné nezavislé. Pfitom vSechny nalezeji
do prostoru polynomt v n proménnych (souradnicich bodu X). Vhodnou volbou generatoru

lze ukazat, ze vSechny tyto funkce patii do podprostoru dimenze %.

Otazky na rozmyslenou:
1. Pro s-vzdalenostni mnoziny v n-dimenzionalnim Eukleidovském prostoru plati

<n~|—1> < mu(n) < (n—l—s—i—l).

2. Sféricka 2-vzddlenostni mnoZina je 2-vzdalenostni mnozina, jejiz vSechny body lezi na
povrchu koule se stiedem v pocatku. Necht m3/(n) zna¢f maximaln{ pocet bodi sférické s-
vzdalenostni mnoziny v n-dimenziondlnim Eukleidovském prostoru. Potom

(n—l—l) < m¥ () < n(n+3).
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