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Maticovy popis grafu

Definice: Matice sousednosti neorientovaného grafu G = (V| E) je ¢tvercova matice A = Ag €
{0,1}V*V definovand predpisem

Au,v =

1 pokud uv €
0 pokuduv¢gFE °

Matice sousednosti jednoduchého neorientovaného grafu (tj. neorientovaného grafu bez smyécek
a nasobnych hran) je symetrickd matice a na jeji hlavni diagondle jsou vSechny prvky 0.

Definice: Matice incidence neorientovaného grafu G' = (V, E) je obdélnikova matice I = I €
{0, 1}V*F definovand piedpisem

Iue:

)

1 pokudue€e
0 pokuduéde °

Matice incidence grafu je tedy matice incidence mnoziny hran E chépané jako mnozinovy
systém.

Definice: Laplacova matice neorientovaného grafu G = (V, E) je ¢tvercovd matice L = Lg €
ZV*V definovand piedpisem

deg,u pokud u=v
Ly,=4¢ —1 pokud u #vauv € E .
0 pokud u#vauww ¢ E
Kontrolni cviceni: Dokazte, ze pro kazdy graf G je det(Lg) = 0.

Mocnéni matice sousednosti

Véta: Pro kazdy graf G a kazdé piirozené ¢islo k obsahuje k-t4 mocnina matice sousednosti A
pocty sledu délky k& mezi vrcholy grafu G, konkrétné

(AF),., = pocet sledit délky k od u k v v G.
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Dukaz indukei podle k.

Kontrolni cviceni: Jak se z matice sousednosti snadno poznd, ze dany graf nemda zadné
trojihelniky?

Pocet koster grafu pomoci determinantu

Véta: Necht Lgf ) zmact Laplacovu matici grafu G po vyskrtnuti radku a sloupce odpovidajicich
vrcholu u. Potom

det(L(Gu)) = pocet koster grafu G

plati pro kazdy graf G a kazdy vrchol u € V(G).

Osnova dukazu:

1.

D

Vezméme matici incidence I a v kazdém jejim sloupci nahradime jednu jednicku hod-
notou —1. Vyslednou matici oznacme Dg. (Pozor, tato matice neni urcena jednoznacné,
jednu takovou matici vybereme a zafixujeme.)

. Ukdzeme, ze DgDE = Lg.
Pro vrchol u € V(G) oznaéme Dgf )
u. Potom DY (DENT = LW

matici D¢ po vyskrtnuti fadku indexovaného vrcholem

Pouzijeme Cauchy-Binetovu formuli pro vypocet determinantu soucinu dvou
obdélnikovych matic. Jejim dusledkem je zjisténi, ze

det(LYy = 3 det? (DY),

wCE,|w|=n—1

kde n = |[V(G)| a (Dg )., znaéi matici slozenou ze sloupcii matice Dg ) odpovidajicich
indexiim z mnoziny w.

Klicové pozorovani je toto:

1 pokud (V,w) je strom

(w)y | _
|det(Dg")w| = { 0 pokud (V,w) neni strom

. 7 ptedchoziho vyplyva, ze
det(LYy = 3 det’(DY),, = 3 1
WCE,|w|=n—1 wCE,Jw|=n—1,(Vw) je kostra grafu ¢

= pocet koster grafu G.



