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Schurův a spektrální rozklad
matice



Motivace

matice A,B jsou podobné, pokud A = SBS−1

báze z vlastních vektorů =⇒ B diagonální matice
Cíl: Co když A nemá bázi z vlastních vektorů?
1. Jordanova normální forma A = SJS−1

příští téma
2. Schurův rozklad A = QUQ∗

Q ... ortogonální matice
U ... horní trojúhelníková matice
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Motivace

Schurův rozklad
Pro libovolnou matici A existuje Schurův rozklad

A = QUQ∗.

Důkaz:
chceme: AQ = QU
I q1, . . . ,qn ... sloupce Q
I λ1, . . . , λn ... diagonála U

tedy: Aqi = λiqi +
∑

j<i ujiqj
i = 1:
I Aq1 = λ1q1
I q1 vlastní vektor A
I λ1 vlastní číslo A

pro každou matici existuje!
I každý polynom má kořen v C
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Schurův rozklad

Schurův rozklad
Pro libovolnou matici A existuje Schurův rozklad A = QUQ∗.

Důkaz:

I jak volit b2, . . . ,bn?
I bi∗Aq1 = 0

doplníme q1 na ortonormální bázi q1,b2, . . . ,bn
Û1 matice R(n−1)×(n−1)

Û1 = Q̂2ÛQ̂2∗ ... Schurův rozklad
I z indukčního předpokladu pro indukci podle dimenze matic
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Schurův rozklad (důkaz)

Schurův rozklad
Pro libovolnou matici A existuje Schurův rozklad A = QUQ∗.

Důkaz:
doplníme q1 na libovolnou ortonormální bázi q1,b2, . . . ,bn

Û1 matice (n− 1)× (n− 1)
Û1 = Q̂2ÛQ̂2∗ ... Schurův rozklad

I vychází z násobení blokových matic
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Schurův rozklad (důkaz)

Schurův rozklad
Pro libovolnou matici A existuje Schurův rozklad A = QUQ∗.

Důkaz:

Q = Q1Q2 ... součin ortogonálních matic =⇒ ortogonální
matice
A = QUQ∗
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Geometrická interpretace

každé lineární zobrazení lze rozdělit na:
1. natahování Aqi = λiqi, λi ∈ R
2. rotace Aqi = λiqi, λi /∈ R
3. kosení xi → xi + xj, kde j < i
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Normalita matic

Matice A je normální, pokud A∗A = AA∗
I působí podivně
I hluboká geometrická vlastnost: komutace s transpozicí
(duálním zobrazením)

r1, . . . , rn ... řádky A
s1, . . . , sn ... sloupce A
(A∗A)ij = si∗sj = rj∗ri = (AA∗)ij
I speciálně, ‖ri‖ = ‖si‖
I normální matice mají stejné délky a úhly u řádkových a
sloupcových vektorů
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Spektrální rozklad

Spektrální rozklad
Pro matici A existuje spektrální rozklad A = QΛQ∗ právě tehdy
když je A normální.

Důkaz:
1. ⇒

I A = QΛQ∗

I A∗ = QΛ∗Q∗

I AA∗ = QΛQ∗QΛ∗Q∗ =

Q∗Q = In
I = QΛΛ∗Q∗ = QΛ∗ΛQ∗ =

Λ,Λ∗ komutují
I = QΛ∗Q∗QΛQ∗ = A∗A

2. ⇐
I pomocí Schurova rozkladu
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Spektrální rozklad

Spektrální rozklad
Pro matici A existuje spektrální rozklad A = QΛQ∗ právě tehdy
když je A normální.

Důkaz:
1. ⇒
2. ⇐

I A = QUQ∗

2.1 U je normální
2.2 trojúhelníková normální matice je diagonální
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Spektrální rozklad

Spektrální rozklad
Pro matici A existuje spektrální rozklad A = QΛQ∗ právě tehdy
když je A normální.

Důkaz:
1. ⇒
2. ⇐

2.1 U je normální
U = Q∗AQ
U∗ = Q∗A∗Q
UU∗ = · · · = U∗U
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Spektrální rozklad

Spektrální rozklad
Pro matici A existuje spektrální rozklad A = QΛQ∗ právě tehdy
když je A normální.

Důkaz:
1. ⇒
2. ⇐

2.1 U je normální
2.2 trojúhelníková normální matice je diagonální

‖ri‖ = ‖si‖√
t11t11 = ‖s1‖ = ‖r1‖ =

√
t11t11 + · · ·+ t1nt1n

=⇒ t12, . . . , t1n = 0
zbytek obdobně

11 / 11


	Schuruv a spektrální rozklad matice

