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VLASTNI CISLA




MOTIVACE - DYNAMICKE SYSTEMY

m systém zahrnujici zmény
1. napousténi bazénu s aktivnim odtokem
2. ohrev vody v hrnci
3. rlst vceli kolonie
m spojity vs. diskrétni model
1. spojity: diferencialni rovnice (ptvodni vznik vl. Cisel)
2. diskrétni: napt. dynamické linearni systémy (nase pojeti)




MOTIVACE - DYNAMICKE LINEARNI SYSTEMY

B X, ... pocatecni stav

B X, = AX, ... po prvnim kroku iterace

B X, = AXp_; = A%X,_, = ARX, ... pO

m Jak se systém bude chovat asymptoticky? Ax, = kli,rQoAKxo
1. stabilizuje se po Case v néjakém rovnovazném stavu?

2. bude navzdy chaoticky?
3. bude periodicky oscilovat mezi rovnovaznymi stavy?




PRIPAD V R’

B systéem x — \x

> xeR
> \eR

m Jak se bude systém chovat asymptoticky?
1. Al <1
EmXx—O0
W konvergujici pripad
2. A\l =1
21 x> x(\=1)
2.2 X, =X, X, —X,... (A= —1)
W stabilizovany pripad
W oscilujici pripad
3. A >1
B X— +oo
B divergujici prfipad




PRIPAD V R2

B systém x, = Ax;_,

m klicové: prostudujeme takove x, Ze Ax = \x
> pripad v jedné dimenzi: {t- x|t € R}
» umime zanalyzovat chovani

m Vv zavislosti na téchto smérech urcime chovani vSech z € R?




PRIPAD V R2

(906
= ( —A ) ( ) ( ) (odeiteme pravou stranu)
m plati vidy pro ( ) ( )

» {t.o|t e R} = {o}
» nazajimavé, zakazeme

m (X) 2 O — (9=* P e singutamni
y o] c d-i)! g




VLASTNI CISLA A VEKTORY V R2

Pro matici A € R?*2 definujme vlastni vektor (x,y)” # (0,0)" a
odpovidajici vlastni cislo ) jako feseni vyrazu

A(3)=2():
y y
O vlastnich cCislech matice

Cislo X je vlastnim ¢islem A € R2*2 pravé tehdy, kdyz A — A, je
singularni, tj.

det(A — Alp) = o.



DETERMINANT VEDE NA 3 PRIPADY

m det(A— \p)=(a—\)(d—)\)—bc=
m=XN—-(a+d)A+ad—-bc=
m )\ —tr(A)\ 4+ det(A) =0
tr(A)+/(tr(A))?—sdet(A)

2

m feSeni: A\, =
m 3 pripady:
1. M, eR
2. )\1 = )\2 € R .
3. )\17)\2 € (Cv)\1 = )\2




1. RUZNA REALNA VLASTNi CISLA

B\ ueR

m Av = \v, Aw = pw

m A zachova prostory:
> Rv={tv|teR}
» Rw={sw|secR}




1. RUZNA REALNA VLASTNi CISLA

B \ueR
B AV = \V, AW = pw
m A zachova prostory:

> Rv={tv|teR}
» Rw = {sw|seR}

Baze z vlastnich vektor(
Vektory v, w jsou linearné nezavislé.

Dikaz:
B pro Sporv = yw
H AV =)v
B AV = AyW = YAW = yuW = pyW = puv
B SPOrs\#pu
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1. RUZNA REALNA VLASTNi CISLA

B \ueR
B AV = \V, AW = pw
m A zachova prostory:

> Rv={tv|teR}
» Rw= {sw|secR}

m zvolime bazi {v,w} misto {e;,e,}

(23




KONSTRUKCE MATICE B




KONSTRUKCE MATICE

> C~ {es,ex} [id]{v,w}

e=(v 0]

> C" ~ v [id] e, o)
» B=C"AC
» A=CBC’




PODOBNOST MATIC B = C"'AC

Podobnost

Matice A a B jsou podobné, pokud reprezentuji stejné linearni
zobrazeni vici riznym bazim.

Charakterizace podobnosti

Matice A a B jsou podobné, pravé tehdy, kdyz existuje regularni C,
Ze

A=CBC.




1. RUZNA REALNA VLASTNi CISLA

m\ueR

B AV = \v, Aw = pw

m A zachova prostory:
> Rv={tv|teR}
> Rw = {sw|s e R}

m zvolime bazi {v,w} misto {e;,e,}
| ]
B_ <)\ o)
O u
Hyperbolické zobrazeni

Linearni zobrazeni je hyperbolické, pokud |\ <1 < |u|.




2. JEDNO REALNE VLASTNi CISLO

m Dvé moznosti:

1. Av = \v, Aw = \w (2 vlastni vektory)
2. Av = \v (jeden vlastni vektor)




2A. JEDNO CiSLO, DVA VEKTORY

A O
'B:<o /\>

Zobrazeni B = M, se nazyva $kalovani neb homothetie.




2B. JEDNO éiSLO, JEDEN VEKTOR

m {v,y} baze
> Av = )\v
> y libovolneé

A b
mB= <o d>
m(A—x)(d—x)=o0
> det(B—xl,) =0
md=)\
» jinak d je vlastni cislo!




2B. JEDNO CiSLO, JEDEN VEKTOR

A b
1= (o >\>
m Otazka: Cemu se bude rovnat b?

Nezavisla volba prvku b € R

Pro libovolné linearni zobrazeni A s jednim realnym vlastnim
Cislem a jednim realnym vlastnim vektorem Av = \v existuje pro
kazdé o # a € R baze takova, Ze

, (A a
¢ (3 9)



2B. JEDNO (ETSLO, JEDEN VEKTOR

Nezavisla volba prvku b € R

Pro A s Av = \v existuje pro kazdé o # a € R baze takova, ze

, (A a
o= (5 1)

DUkaz:
m cil: Ukazat podobnost B a B’

A b
mB= <o )\>
m sloupce B odpovidaji {v, w}, Ze Av = \v, Aw = bv + \w
m sloupce B’ odpovidaji {v,z}, Ze Av = \v, Az = av + \z
m B =DBD’
m D~ {v,z}[id]{v,w}

1 7
m D= <o ?)




2B. JEDNO (ETSLO, JEDEN VEKTOR

Nezavisla volba prvku b € R

Pro A's Av = )\v existuje pro kaZzdé o # a € R reprezentace
nahrazujicibvBzaavB.

Dukaz:
o= )= (g %)
oy g h
mDD'=1,D'D=1,
. (e f> (1 x>:<e ex+fy>:<1 o)
g h)\o vy g gx-+ey 0 1
> e=1g=0

> ex+fy=0,gx+hy =1
> X+fy=0hy=1= x=—-fy.h=7



2B. JEDNO (ETSLO, JEDEN VEKTOR

Nezavisla volba prvku b € R

Pro A s Av = \v existuje pro kazdé o # a € R reprezentace
nahrazujicibvBzaavB.

Dukaz:

"(55) (6 36 n)=(6 )

> e:17g:O7X:_fyah:)1/

GACD
_ 1 —fy (A Mty ) (2 Af+yA—fyy>




2B. JEDNO CiSLO, JEDEN VEKTOR

Nezavisla volba prvku b € R

Pro libovolné linearni zobrazeni A s jednim realnym vlastnim
Cislem a jednim realnym vlastnim vektorem Av = \v existuje pro
kazdé o # a € R baze takova, Ze

, (A a
v (2 9).
Dukaz:

(B0 Yo

m pro kazdé a mame nekonec¢né mnoho z (pro kazdé f € R)
takovych, Ze Az = av + \z



2B. JEDNO CiSLO, JEDEN VEKTOR

m specialné proa = 1:

A1
!/ __
IB—<O )\>

m pokud naopak \ = 1:

Zobrazeni x — Ax se nazyva zkoseni, pokud je podobné

g_(1a
~\o 1/°




3. DVE KOMPLEXNE SDRUZENA VLASTNi CISLA

m AV = )\v, Aw = \w
mAV =)V

> AV = )\v = \V

> Av = Av = Av
B A je realna matice
B Aw = \w
> — w=V
m zvolime {v,V} jako bazi:
p(cos ¢ + i - sin @) o]
mB= 3 _a
0 p(cosd — i -sin¢)
m neni uplné jasné, co je to za zobrazeni...



3. DVE KOMPLEXNE SDRUZENA VLASTNi CISLA

.B:<p(cosgf>+i~sin¢) o >
o p(cos g — i -sin¢)
» pro bazi {v,v}
m koeficienty v C
» chcemevR

m rozdélime informaci z {v, v} na realnou a imaginarni slozku

1. v+ V... realna slozka
> X+iy+ (x—iy) =2x
2. V— V... imaginarni slozka
> x+iy— (x—iy) =2iy
» chceme opét jen realnou cast
> — i(v—V) =27y = -2y




3. DVE KOMPLEXNE SDRUZENA VLASTNI CISLA

! ,e1pr cos¢ sing
mB=C BC_p(—sind) cos¢>

Dvé komplexné sdruzena vlastni Cisla

Linearni zobrazeni x — Ax s komplexnimi vlastnimi Cisly
A = p(cos¢+i-sinp)a X = p(cos¢+i-sin¢)je podobné zobrazeni

cos¢p sing
P —sing cosg)




3. DVE KOMPLEXNE SDRUZENA VLASTNi CISLA

Dvé komplexné sdruzena vlastni Cisla

Linearni zobrazeni x — Ax s komplexnimi vlastnimi Cisly
A= p(cosp+i-sing)a = p(cos¢p+i-sing)je podobné zobrazeni

cos¢  sing
p —sing cosg)

=1

Rotace

Zobrazeni x — Ax se nazyva rotace, pokud je podobné
B — cos¢p  sing
~ \—sing cosg) "’




ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

m X AX A%, ...
> orbita vektoru x € R?
m Jaké je asymtotické chovani orbit?




ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

m Zobrazeni x — Ax konverguje k poéatku, pokud [|A*x|| — o
pro kazdé x e R?a k — oo

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
kdyz |\ < 1@ |X] <1

Dikaz:
1. pro specialni pripady matic:

> ()\1 O) ()\1 Cl) >\1<co§¢ sinqS)
o XJ'\o N\’ —sing cos ¢

2. pro obecnou matici A



ASYMTOTICKE CHOVANIi vV R? (DVE VLASTNi CISLA)

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
kdyz [\ < 1@ )] < 1.

Dukaz: Rizna realna vlastni €isla \q, \»

(G 0)-C 2 0)-68)

Be| >0 <= [N <1aX] <1




ASYMTOTICKE CHOVANIi V R2 (JEDNO VLASTNi CISLO)

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
kdyz [\ < 1@ )] < 1.

Dukaz: Jedno vlastni €islo \,
. (M@ B\ RGN X\ AR+ A TRay
o M) \yv) \o A y) Aky

Mx+ARay\ g (X, ket (Ray
I( Ay =\ y + A4 9

m Nenijasné, Ze norma druhého vektoru jde k nule..



ASYMTOTICKE CHOVANIi V R2 (JEDNO VLASTNi CISLO)

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
kdyz |\ <1a || <1

" (5 %) 6) = (5 =1() (o)
(5 )=l C) v (e)] -

G-l @<l G)L =Gl

=+l ()]

B < |\ < M| + |a




ASYMTOTICKE CHOVANIi V R2 (JEDNO VLASTNi CISLO)

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
Dukaz: Jedno vlastni €islo \,

kdyz [\ < 1@ )] < 1.
A a X X
(5 %) C) 0)
m (JM] +]a]) <1 = konverguje k pocatku
1. proa=0
> [\ <
> — |e]|—o0
2. proa#o0
> zvolme a: | M| + |a] < 1
> — |lell =0

] < (1] + lal)




ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
kdyz [\ < 1@ )] < 1.

DUkaz: Dvé komplexné sdruzena €isla A\, A,
W cos¢  sing R Ix _‘)\k’ cos¢  sing k Ix
"\ —sing coso y) "1\ —sing cosop y
> cosg sing\ (X\| _|[/x
—sing coso) \y /I~ |I\y

. R
([ Cosp sing X\ \r
A (— sin ¢ cos¢> <y> ‘ = Xl

e >0 <= [N <1

‘ ... rotace neméni normu
<X> ‘
y




ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

Konvergence k pocatku

Linearni zobrazeni x — Ax konverguje k pocatku, pravé tehdy
kdyz [\ < 1@ )] < 1.

Dlkaz:
m Obecna matice A
m ARx = (C7'BC)*x = C'B*Cx
» chceme: ||AfX|| — 0 pro R — oo
» tedy: ||C"B*Cx|| — 0 pro k — oo
> vime: Vy € R? : ||Bfy|| = o prok — oo
» tedy pokud x € R?, y = Cx, tak i pro toto y

m chceme: ||C'B*y|| — 0 pro k — o
> protoZe ||C’'Bty|| = [|A*x||




ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

Vyuzijeme dvojice lemmat

Norma indukovana C

Necht || o || je norma a C je regularni matice. Poté zobrazeni
|X|€ := ||Cx|| je také norma.

Ekvivalence norem

Pro libovolné 2 normy || e ||q, || ® || eXistuji Cisla ¢, ¢, € RT, Ze pro
kazdy vektor x € R" plati

CilIx[[a < [[X[lp < Cof[X]p-

m posloupnosty,By,B?y,... jdevnormé | e| ko

m vezmeme novou normu || e ||

m z ekvivalence norem i v této normé jde Cy,CBy,CB?y,... v
normé || e |€ " ko




ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

Norma indukovana C

Necht || o || je norma a C je regularni matice. Poté zobrazeni
X/ := ||Cx]| je také norma.

Dukaz:

1. |x|*=0 < x=0

> ||Cx||=0 <= (X=0 < X=0

m posledni ekvivalence z regularity C

2. [lex|| = |al[x]

> |[|[Cox|| = [laCx|| = |e||Cx]|
3 x4 ylIC < IIx[|€ + [lylI€

> [[Cx+y)|l = [|Cx+ Cyl| < [|Cx[| + [|Cy]|



ASYMTOTICKE CHOVANI V R2

Ekvivalence norem

Pro libovolné 2 normy || e ||q, || ® || eXistuji Cisla ¢, ¢, € RT, Ze pro
kazdy vektor x € R" plati

Cal[x[lp < [x[la < c2[x][p-

Dikaz: Jako domaci ikol
1. Staci uvazovat || e ||, = || e |1 DL, |Xi]
> ||e|jenorma
» ekvivalence ||e||a || e]|; = ekvivalence |[e|ga ] e]lp
2. Staci uvazovat ||x||; =1
3. spojitost || e ||q v ramci || e ||::
X =yl <6 = [IX]la —[I¥llal <€

4. existuje min [|X|lq, max [[X][q = F1,C
[[X[}1=1 [[X[}1=1



ROZBOR PRIPADU V R2

1. Dvé realna vlastni cisla
> | <1, X <1
> (N >, A >
> (M =1,]x =1
> N =1, N <1
> [\ =1, X >1
> | <1, X >1
2. Jedno realné vlastni €islo (jeden linearné nezavisly vl.
vektor)
> |\ <1
> [\ =1
> [\ >
3. Dvé komplexné sdruzena vlastni Cisla
> |\ <1
> |\ =1
> [\ >

m Kolik typli LZ mame pro obecné n? DU za 20 bod




DVE REALNA VLASTNI CISLA: | | <1, |

B <A <1

X A1kx>
m B" =
()= (i

m obé osy aspon rychlost |\




DVE REALNA VLASTNI CISLA: | | > 1, |

BN > A >1

X A1kx>
m B" =
()= (i

m obé osy aspon rychlost |\




DVE REALNA VLASTNI CISLA: |

m dva linearné nezavislé vlastni vektory v,
1. M =1, )\ = 1.. identita
28 A1 = 1,)\2 = —1

3. M =—-1,)\ =1
v @9

4. A1 S —1,A2 = =9

)
S5



DVE REALNA VLASTNI CISLA: |

m projekce na osu x
1. M =1 <1

2. )\1:*1,)\2<1

[WAN
[\




DVE REALNA VLASTNI CISLA: |

m kolmeé vzdalovani od osy x
1. =1, >1

2. )\1:*1,)\2>1

i
VAR







JEDNO VLASTNI CISLO, JEDEN VLASTNI VEKTOR

ne— (3 )
o(5)-2 1 (- (1)

» v druhé souradnici konverguje monotonné k o
» v prvni soufradnici konverguje k o, ne nutné monotonné




DVE KOMPLEXNE SDRUZENA VLASTNIi CISLA

cos¢ sing
= A <—sin¢ Cos @
1. 0< M| <1

> ... rotace o ¢ a skalovani o |\

///r?\ /6\\

&) \ \u/
2. (M| >1

/\ /\

"/ N
3. ‘)\1’:1




	Vlastní císla

