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13. zá°í 2022

Martin �erný

Na zápo£et bude t°eba získat aspo¬ 120 z 240 bod· z následujících úloh. �e²ení úloh odevzdávejte
e-mailem ve formátu PDF, nebo na za£átku cvi£ení v libovolné £itelné podob¥. N¥kolik dal²ích poznámek:

� Na úlohách je moºné spolupracovat a pouºívat v²echny moºné dostupné zdroje. �e²ení úloh musí
nicmén¥ sepsat a odevzdat kaºdý sám za sebe.

� �e²ením úlohy není pouze výsledek, ale °ádn¥ vysv¥tlený postup, jak jste k °e²ení do²li, p°ípadn¥ d·kaz
toho, co ve výsledku tvrdíte.

� Úlohy je moºné odevzdávat i postupn¥ v pr·b¥hu semestru, výhodou je, ºe budete mít zp¥tnou vazbu.

� V p°ípad¥, ºe byste si nev¥d¥li s domácími úkoly rady, nebo cht¥li n¥co prodiskutovat, není problém
se domluvit na konzultaci.

� Pokud chcete pouºít ve svém °e²ení výsledek, který se neobjevil na p°edná²ce, je t°eba ho °ádn¥
zade�novat a p°ípadn¥ dokázat jeho platnost.

(1) Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace (25 bod·)

Deadline: 25. °íjna 2022

1. (3 bod) Vy°e²te následující soustavu rovnic pomocí Gaussovy a Gauss-Jordanovy eliminace

x+ 3y + 4z = 0

2x+ 2y + 2z = 0

2y + 3z = 0

2x− 2y − 4z = 0

.

2. (6 body) Vy°e²te následující soustavu lineárních rovnic s parametrem a ∈ R(
a a+ 3 2a+ 1

2a− 1 2a+ 1 a

)
.

3. (6 body) M·ºe se p°i elementárních °ádkových úpravách matice A objevit °ádek r nebo s?

A =

(
1 1 1
4 −1 6

)
, r =

(
3 −2 5

)
, s =

(
1 4 1

)
.

4. (10 body) Najd¥te soustavu 3× 4 mající za °e²ení

t ·
(
1 1 −3 0

)
+ s ·

(
−2 0 1 2

)
, t, s ∈ R.



(2) Maticové operace (40 bod·)

Deadline: 8. listopad 2022

1. (3 bod) Dokaºte z de�nice, ºe platí α(AB) = (αA)B = A(αB).

2. (3 bod) Dokaºte, ºe ATA je symetrická matice pro kaºdé A ∈ Rm×n.

3. (7 body) Ukaºte, ºe sou£in horních trojúhelníkových matic je zase horní trojúhelníková matice (A je
horní trojúhelníková, pokud aij = 0 pro v²echny i > j).

4. (7 body) Najd¥te £tvercovou matici °ádu n spl¬ující I −A = A2.

5. (10 body) Najd¥te matici B ∈ Rn×n takovou, aby pro kaºdou matici A ∈ Rn×n platilo

� BA = 5A,

� BA = 5B,

� v²echny °ádky BA byly stejné jako první °ádek A.

6. (10 body) Matice A ∈ Rn×n je stochastická (nebo téº markovská) pokud její prvky leºí v intervalu
[0, 1] a sou£et kaºdého sloupce je 1. Dokaºte, ºe sou£in stochastických matic je stochastická matice.

(3) Regulární matice a inverzní matice (34 bod·)

Deadline: 22. listopad 2022

1. (7 bod) Nech´ má matice A na diagonále lichá £ísla a mimo diagonálu £ísla sudá. M·ºe být A
singulární?

2. (7 bod) Nech´ má matice A ∈ Rn×n, kde n > 2, na diagonále £ísla a ∈ R a mimo diagonálu £ísla
b ∈ R. Rozhodn¥te, pro která £ísla a a b je matice A regulární.

3. (7 bod) Zjist¥te, pro které n je matice A ∈ Rn×n regulární, pokud jsou její prvky de�novány násle-
dovn¥:

� aij = i · j,
� aij = i+ j.

4. (3 bod) Dokaºte, ºe pro A,B ∈ Rn×n, ºe (ABA−1)n = (ABnA−1).

5. (3 bod) Najd¥te netriviální A ∈ Rn×n, která nemá ºádný prvek nulový, spl¬ující A = A−1.

6. (7 bod) Dokaºte, ºe trace(A) = trace(BAB−1), kde trace(A) je sou£et diagonálních prvk· matice A.

(4) Grupy a Permutace (23 bod·)

Deadline: 6. prosinec 2022

1. (7 bod) Bu¤ IR mnoºina reálných uzav°ených interval· (t.j. [a, b], takové ºe a, b ∈ R a a ≤ b) s
operacemi

[a1, a2] + [b1, b2] = [a1 + b1, a2 + b2]

[a1, a2] · [b1, b2] = [min(a1b1, a1b2, a2b1, a2b2),max(a1b1, a1b2, a2b1, a2b2)] .

Vy²et°ete algebraické struktury (IR,+), (IR, ·).

2. (3 bod) Bu¤te H1, H2 podgrupy grupy G. Ukaºte, ºe také H1 ∩H2 je podgrupa.



3. (10 bod) �e²te soustavy rovnic bez prohazování °ádk·: 2 1 1 0
1 0 2 1
1 1 2 2

 nad Z3,

 0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

 nad Z2 a Z5.

4. (3 bod) Spo£ítejte v Z7 mocninu matice
(

3 2
2 4

)100

.

(5) Vektorové prostory (30 bod·)

Deadline: 20. prosinec 2022

1. (20 bod) Rozhodn¥te, zda tvo°í vektorový prostor:

� Rn nad C,
� R∞ nad C,
� kladná reální £ísla R+ nad R s operacemi x⊕ y = xy a α

⊙
x = xα,

� mnoºina v²ech rotací v prostoru Rn, kde sou£et je de�nován jako sloºení rotací a α-násobek jako
rotace o α-násobný úhel.

2. (3 bod) M¥jme U, V prostory nad t¥lesem T. M·ºe U ∩ V = ∅?

3. (7 body) Rozhodn¥te, zda mnoºina horních trojúhelníkových matic Rn×n t.j. matic U takových, ºe
(U)ij = 0 pokud i > j tvo°í vektorový prostor.

(6) Podprostory, lineární kombinace a nezávislost (41 bod·)

Deadline: 3. leden 2023

1. (3 bod) Bud A ∈ Rn×n. Rozodn¥te, zda {x ∈ Rn | Ax = 0} tvo°í podprostor Rn.

2. (7 bod·) Rozhodn¥te, zda následujicí tvo°í podprostor R2:

�

{
(s, s2)T : s ∈ R

}
prostoru R2

�

{
(s, t)T ∈ R2 : |s| = |t|

}
3. (7 bod) Rozhodn¥te, zda U = V pro

U = span
{
(1, 2, 0)T , (0, 1,−1)T

}
, V = span

{
(2, 1, 3)T , (−1, 0− 2)T

}
.

4. (10 bod)Bu¤ M = {a, b, c, d, e} a uvaºujme vektorový prostor 2M v²ech podmnoºin mnoºiny M nad
t¥lesem Z2, kde s£ítání je chápáno jako exkluzivní disjunkce (XOR) a násobky p°irozen¥.

� Najd¥te nulový vektor.
� Najd¥te −v pro v = {a, b, c} .
� Vyhodno´te lineární kombinaci u+v−w−z, kde u = {a, d} , v = {b, e} , w = {c, e} , z == {a, b, c}.

5. (7 bod) Bu¤te u, v, w lineárn¥ nezávislé vektory z protoru V nad R. Rozhodn¥te, zda jsou lineárn¥
nezávislé:

� u, v + w

� 0, u, v

� u+ v,u− v,u+ w,u− w
� u− v,2v + w,−u− v − 3w

6. (7 bod) Ukaºte, ºe vektory v1, . . . , vn ∈ V jsou lineárn¥ nezávislé práv¥ tehdy, kdyº v1, v1 + v2, v1 +
v2 + v3, . . . ,

∑n
i=1 vi jsou lineárn¥ nezávislé.



(7) Báze, sou°adnice, lineární zobrazení a matice p°echodu (47 bod·)

1. (3 bod) Najd¥te sou°adnice vektoru x2 + 2 vzhledem k bázi x2 + 1, x− 2, 2x2 + x− 1.

2. (10 bod) B1 =
{
(1, 1, 1)T , (1, 0, 2)T , (3,−1, 2)T

}
, B2 =

{
(2, 2, 1)T , (1, 0, 0)T , (−1, 0, 2)T

}
tvo°í 2 r·zné

báze R3. Zkonstruujte matici p°echodu B2
[id]B1

a nalezn¥te sou°adnice [x]B1
,[x]B2

, kde x ∈ R3.

3. (7 bod) Ur£ete matici p°echodu od báze B1 do báze B2, je-li

B1 =
{
x2 + 1, x2 − 3x+ 1, x2 + x+ 3

}
, B2 =

{
x2 + 2x+ 1, 2x2 + 1, x2 − x

}
.

4. (7 bod) Najd¥te matici lineárního zobrazení zobrazující:

� (1, 3)T na (4,−1)T ,
� (1, 3)T na (1, 1)T ,a (2, 6)T na (−1,−1)T .

5. (10 bod) Bu¤ f lineární zobrazení a B1, B2, B3, B4 odpovídající báze.

� M·ºe B2
[id]B1

= B4
[id]B3

pro B1 6= B3 a B2 6= B4?

� Ovlivní n¥jak p°edchozí otázku, pokud f je isomor�smus?

6. (10 bod) Ur£ete kan [f ◦ g]kan pro lineární zobrazení f, g : R3 → R3 zadaná

f(a, b, c) = (a− c, b− a, b+ c)T , g(a, b, c) = (a+ b+ c, b+ c, c)T .


