Domaci tlohy z linearni algebry 1
13. za¥i 2022
Martin éerny

Na zapocet bude tieba ziskat aspon 120 z 240 bodd z nésledujicich tloh. Regeni tloh odevzdavejte
e-mailem ve formatu PDF, nebo na za¢atku cviceni v libovolné ¢itelné podobé&. Neékolik dalsich poznédmek:

e Na tlohach je mozné spolupracovat a pouzivat vSechny mozné dostupné zdroje. Reseni tdloh musi
nicméné sepsat a odevzdat kazdy sam za sebe.

e Resenim tlohy neni pouze vysledek, ale fadné vysvétleny postup, jak jste k feSeni dosli, piipadné dukaz
toho, co ve vysledku tvrdite.

e Ulohy je mozné odevzdavat i postupné v pritbéhu semestru, vyhodou je, ze budete mit zpétnou vazbu.

e V pripadé, Ze byste si nevédéli s doméacimi tkoly rady, nebo chtéli néco prodiskutovat, neni problém
se domluvit na konzultaci.

e Pokud chcete pouzit ve svém feSeni vysledek, ktery se neobjevil na pfednésce, je tfeba ho fadné
zadefinovat a pripadné dokazat jeho platnost.

(1) Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace (25 bodii)

Deadline: 25. fijna 2022

1. (3 bod) Vyfeste nésledujici soustavu rovnic pomoci Gaussovy a Gauss-Jordanovy eliminace
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2. (6 body) Vyfeste nasledujici soustavu linearnich rovnic s parametrem a € R
a a+3 | 2a+1
20 —1 2a+1 a ’
3. (6 body) MuZe se pii elementarnich Fadkovych tipravach matice A objevit fadek r nebo s?
1 1 1
A= (4 B 6),_(3 2 5)s=(1 4 1).

4. (10 body) Najdéte soustavu 3 x 4 majici za feSeni

t-(1 1 =3 0)+s-(-2 0 1 2),t,seR.



Maticové operace (40 bodii)
Deadline: 8. listopad 2022

. (3 bod) Dokaite z definice, Ze plati a(AB) = («A)B = A(aB).

(3 bod) Dokazte, ze AT A je symetricka matice pro kazdé A € R™*".

(7 body) Ukaite, %e soucin hornich trojihelnikovych matic je zase horni trojuhelnikova matice (A je
horni trojuhelnikova, pokud a;; = 0 pro vSechny i > 7).

. (7 body) Najdéte ¢tvercovou matici fadu n spliiujici I — A = A%

(10 body) Najdéte matici B € R™*"™ takovou, aby pro kazdou matici A € R™*™ platilo

e BA=5A,
e BA=5B,
e viechny fadky BA byly stejné jako prvni fadek A.

(10 body) Matice A € R™"*™ je stochastickd (nebo téZ markovskd) pokud jeji prvky lezi v intervalu
, 1] a soucet kazdého sloupce je 1. DokaZte, Ze soucin stochastickych matic je stochastickd matice.
0,1 ¢et kazdého sl je 1. Dokazte, Z ¢in stochastickych matic je stochastickd mati

Regularni matice a inverzni matice (34 bod)

Deadline: 22. listopad 2022

. (7 bod) Necht ma matice A na diagonale licha ¢isla a mimo diagonéalu ¢isla suda. Muze byt A

singularni?

. (7 bod) Necht m& matice A € R"*", kde n > 2, na diagondle ¢isla a € R a mimo diagonélu ¢isla

b € R. Rozhodnéte, pro ktera ¢isla a a b je matice A regularni.

(7 bod) Zjistéte, pro které n je matice A € R"*" regularni, pokud jsou jeji prvky definoviny néasle-
dovné:

[ aij = ’L . j7
[ ) aij = Z + j
(3 bod) Dokaite, 7e pro A, B € R™*", e (ABA~1)" = (AB"A~1).
(3 bod) Najdéte netrivialni A € R"*", kterd nem4 #4adny prvek nulovy, spliujici A = A1

(7 bod) Dokazte, ze trace(A) = trace(BAB™!), kde trace(A) je soudet diagonélnich prvki matice A.

Grupy a Permutace (23 bodi)
Deadline: 6. prosinec 2022

. (7 bod) Bud IR mnozina redlnych uzavienych intervala (t.j. [a,b], takové 7e a,b € R a a < b) s

operacemi
[a1,az] + [b1,b2] = [a1 + b1, a2 + o]

[a17a2] : [bl,bﬂ = [min(albh015270251,0252)7”1@%(&11)1,&152,a2b1,0252)] .

Vysetiete algebraické struktury (IR, +), (IR, ).

. (3 bod) Budte Hy, Hs podgrupy grupy G. Ukazte, Ze také Hy; N Hy je podgrupa.



(5)

(10 bod) Reste soustavy rovnic bez prohazovani radki:

nad ZQ a Z5.
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100
. (3 bod) Spocitejte v Z7 mocninu matice ( 9 i ) .

Vektorové prostory (30 bodi1)
Deadline: 20. prosinec 2022

. (20 bod) Rozhodnéte, zda tvoFi vektorovy prostor:

e R” nad C,
e R* nad C,
e kladné reélni &isla RT nad R s operacemi x @y = zy a « () x = 1%,

e mnoZina v8ech rotaci v prostoru R™, kde soucet je definovan jako sloZeni rotaci a a-nasobek jako
rotace o a-nasobny thel.

(3 bod) M&jme U,V prostory nad télesem T. Maze U NV = (?

(7 body) Rozhodnéte, zda mnozina hornich trojthelnikovych matic R®*" t.j. matic U takovych, Ze
(U):; = 0 pokud i > j tvoii vektorovy prostor.

Podprostory, linearni kombinace a nezavislost (41 bodi)

Deadline: 3. leden 2023

. (3 bod) Bud A € R™*™. Rozodnéte, zda {x € R™ | Az = 0} tvoii podprostor R".

(7 bodii) Rozhodnéte, zda nésledujici tvoii podprostor R2:
e {(s,s*)" : s € R} prostoru R?
o {(s,t)T e R?: |s| = |t|}
(7 bod) Rozhodnéte, zda U =V pro
U = span{(1,2,0)",(0,1,-1)"} ,V = span {(2,1,3)", (-1,0 —2)" } .

. (10 bod)Bud M = {a,b,c,d, e} a uvazujme vektorovy prostor 2™ vsech podmnozin mnoziny M nad

telesem Zo, kde s¢itani je chapano jako exkluzivni disjunkce (XOR) a nasobky pfirozené.

e Najdéte nulovy vektor.

e Najdéte —v pro v = {a,b,c}.

e Vyhodnofte linearni kombinaci u+v—w—z, kde u = {a,d} ,v = {b,e} ,w = {c,e} , 2 == {a, b, c}.
(7 bod) Budte u,v,w linedrné nezavislé vektory z protoru V' nad R. Rozhodnéte, zda jsou lineérné
nezavislé:

& U,V + w

e 0,u,v

e U+ v,u—VU+WwuU—Ww

o u— 0,20+ w,—u—v— 3w

(7 bod) Ukazte, Ze vektory vy,...,v, € V jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz v, v1 + ve,v1 +
Vg + Vg, ., 2?21 v; jsou linedrné nezavislé.



(7) Baze, soutradnice, linearni zobrazeni a matice pfechodu (47 bodu)

1. (3 bod) Najdéte soufadnice vektoru z2 + 2 vzhledem k bazi 22 + 1,2 — 2,22? + x — 1.

2. (10 bod) By = {(1,1,1)7,(1,0,2)7,(3,-1,2)"} , Bo = {(2,2,1)7,(1,0,0)", (—1,0,2)"'} tvoif 2 riizné
baze R*. Zkonstruujte matici ptechodu g, [id] 5, a naleznéte soutadnice [z]p ,[7]5,, kde z € R®.

3. (7 bod) Urcete matici pfechodu od baze B; do béaze Bs, je-li

Bl:{m2+1,x2—3x+1,x2+m+3},Bgz{x2+2x+1,2x2+1,x2—x}.

4. (7 bod) Najdéte matici linedrniho zobrazeni zobrazujici:

e (1,3)T na (4,-1)T,
e (1,3)T na (1,1)T,a (2,6)7 na (—1,-1)7.

5. (10 bod) Bud f linearni zobrazeni a Bi, By, B3, By odpovidajici baze.
o Mize p, [id|g, = B, [id]p, pro Bi # B3 a By # By?

e Ovlivni négjak pfedchozi otédzku, pokud f je isomorfismus?

6. (10 bod) Urcete yan [f © 9]}, Pro linedrni zobrazeni f,g : R* — R3 zadana

fla,b,¢) = (a—c,b—a,b+c)T, gla,b,¢) = (a+b+c,b+c ).



