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SHAPLEYHO HODNOTA A WEBEROVA
MNOZINA




MOTIVACE

mxeClC(v

> v(S

mohou byt nespravedlivé

= min{[S¢/, [Sp|}

S¢ ... pocet hracli v S s levou botou
Sp ... poCet hracli v S s pravou botou
IN| =201, |N;| = 100, |N,| = 101
v(201) = 100 - 1000

C(v) = {x}

_ J1000 ké pokudi e Ny,
ok pokud i € Np.
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m Chceme spravedlivé feSeni —> Shapleyho hodnota




SPRAVEDLIVE ROZDELENI

m Pokud je f(v): I — R" jednobodovy koncept rfesSeni spliujici

1. (AXIOM EFICIENCE)
> Safv=viy
» VesSkery zisk se rozdéli mezi vsechny hrace.
2. (AXIOM SYMETRIE)
> Vi,jeN,SCN\{ij}:v(SUi)=Vv(SUj) = fi(v) =f;(V)
» Stejna hodnota, stejna vyplata.
3. (AXIOM NULOVEHO HRACE)
> Vie NNVSCN:v(S)=v(SUi) = fi(v)=0
» Bez prace nejsou kolace.
4. (AXIOM ADITIVITY)
> Yv,w el : f(v+w)=f(v)+f(w)
» Rozdéleni na jednodussi hry vede ke stejnym vyplatam.

m poté je urcen jednoznacné!



SPRAVEDLIVE ROZDELENI

Shapleyho hodnota
Shapleyho hodnota ¢: I — R" je jednobodovy koncept reseni

spliaujici axiomy:
EFICIENCE, SYMETRIE, NULOVEHO HRACE a ADITIVITY.

m Jak urCit ¢(v)?
m klicové: vyuzijeme aditivity a vlastnosti "
» [ tvori vektorovy prostor




VEKTOROVY PROSTOR "

Dva pohledy na stejny objekt (N, v):
1. v:2V 5 R
> v(0)=o0
> [ .. mnozina kooperativnich her
2. veR”
> v e R
> (Rz"‘1, +,) ... veRtorovy prostor Rooperativnich her




VEKTOROVY PROSTOR "

Dva pohledy na stejny objekt (N, v):
1. v:2V 5 R
> v(l)=o0
» [ ... mnozina kooperativnich her
2. veR”
> veRI
» (R"~",+,.) ... vektorovy prostor kooperativnich her

Vektorovy prostor "

MnoZina vSech kooperativni her I'" tvori vektorovy prostor
isomorfni standardnimu vektorovému prostoru dimenze 2" — 1.




SPRAVEDLIVE ROZDELENI

Shapleyho hodnota

Shapleyho hodnota ¢: ' — R" je jednobodovy koncept reseni
spliujici axiomy:
EFICIENCE, SYMETRIE, NULOVEHO HRACE a ADITIVITY.

m Jak urCit ¢(v)?

m klicoveé: vyuZijeme aditivity a vlastnosti "
» [ tvori vektorovy prostor

W V=7 ccyasbs
» (N, bs) ... bazicka hra

B (V) = ¢(D scy asbs) = D scy ¢(asbs)
» druha rovnost z aditivity

1. Urcime ¢(asbs)

2. seCteme pres ) sy

m Zasadni otazka: Jakou zvolit bazi "?




VOLBA BAZE PROSTORU HER

Kanonicka baze (N,es) proS C N:

T=5
" es(l) = {:; T+S.

V= ng\, v(S)es




VOLBA BAZE PROSTORU HER

Kanonicka baze (N,es) proS C N:

T=5
= es(l) = {:3 T#S?

V= ng\, v(S)es
ProC neni kanonicka baze vhodna?

m (V) =D scy d(v(S)es)
1. es(N) = o pokud S # N

(s—1)!(n—s—2)!

i €S,
= o) {S“”:,?T”! i¢s.

> slozity vypocet




HLEDANI VHODNE)S1 BAZE

m Shapleyho hodnota ¢ spliuje CARRIER AXIOM
> SCN:v(T)=v(SNT),TC N ... carrier hry (N,v)

Shapleyho hodnota spliuje CARRIER AXIOM

Pokud je S C N carrier kooperativni hry (N, v), poté plati, ze

Yies #i(v) = V(N).

Dukaz:
mT=TsUT:
> Ts=TNS..prinikTsS
» Ts=T\Ts..doplnék Tsv T
m v(T)=v(Ts)
> v(T) =v(TsUTs) = v(Ts)
mi¢gSv(TUi)=v(TsUTg)Ui)=v(Ts) = Vv(Ts U Tg) = v(T)
» — jjenulovy hrac
> = ¢i(v)=0
B V(N) =iy 9i(V) = Pies 0i(V) + Xigs 4i(V) = Yies 9i(V)
9



JEDNOHLASNE HRY (UNANIMITY GAMES)

Carrier je vitézna Roalice...

Baze z jednohlasnych her (N, us) pro S C N:
C
. us(T) = 1 SCT,
o S¢T.

> dv( ) ... Harsanyiho dividendy

V(S) = 2 rcs du(T)
m dy(i) = v(i)
> v(i) = dv(i)
m dy({i,j}) = V({l J}) = v(i) = v(j)
> v({i,j}) = dv(i) + dv(j) + dv({i,j}) = v(i) + v(j) + dv({i.]})

m dy(S) = Drcs(—1)°v(T)
> [terace postupu + princip inkluze a exkluze



SHAPLEYHO HODNOTA JEDNOHLASNYCH HER

Shapleyho hodnota jednohlasnych her

Pro (N, aus), kde S C N plati, ze

Dikaz:

mi¢S TCN\{}

B aus(TUi) = aus(T)
a pokudSCT
o S¢ZT
> aus(TUi) = {a pokudSCT

0 SZT

B = ¢(aus) =0
B = ) pen Pr(aUs) = 3 pes Pr(aus)

> OzUs(T) =




SHAPLEYHO HODNOTA JEDNOHLASNYCH HER

Shapleyho hodnota jednohlasnych her

Pro (N, aus), kde S C N plati, ze

DUkaz:
mijeS TCN\{ij}
B aus(TUI) = aus(T U)j)
> SZTUI,SZTUj
» aus(TUi) =0 = aus(T Uj)

= ¢j(aus) = ¢j(aus)
= > kes Pr(aUs) = [S] - ¢i(aus)
o= pen Pr(als) =D pes dr(aus) = |S| - ¢i(aus)



ODVOZENI VZORCE SHAPLEYHO HODNOTY

B 9i(V) = di(Xscnics v(S)Us) = D senies dildv(S)us) =

> z additivita
_ dv(S) _
B =D scnies 5 =

» predchozi tvrzeni
B =) scnics I%\ ZTgs("‘)'S‘_'T‘V(T)
» z definice d,(5)
m Da se odvodit: ¢;(v) = Ysey 2L V(S UT) — v(S)

> kdo prijde s elegantnim dukazem prihlédnu u zkousky
m Lloyd Shapley: Snadné tpravy!




INTERPRETACE SHAPLEYHO HODNOTY

Shapleyho hodnota

Pro (N, v) je Shapleyho hodnota ¢(v) urcena jako

sv)= 3 =S5 y(s)

n!
SCN\i

m Hraci provedou nasledujici dohodu:

1. Budeme spolupracovat vsichni.

2. Do koalice budeme vstupovat postupné a nahodile.

3. Privstupu hrace i do koalice S vznika narok v(S U i) — v(S).

> Je tfeba hrat eficienté — v(N)

» nav(SUi)— v(S) ma hrac¢ narok pouze pokud vstupuje do S
m S jakou pravdépodobnosti toto nastane?
B — stfedni hodnota naroku hrace



INTERPRETACE SHAPLEYHO HODNOTY

Shapleyho hodnota

Pro (N, v) je Shapleyho hodnota ¢(v) urcena jako

aw) = 3 FO=S=Vys i) - v(s)

SCN\i

m Hraci provedou nasledujici dohodu:

1. Budeme spolupracovat vsichni.
2. Do koalice budeme vstupovat postupné a nahodile.
3. Privstupu hrace i do koalice S vznika narok v(S U i) — v(S).

m s!(n—s—1)! ... poCet situaci, kdy i vstupuje do S
m n! ... pocet vSech vznikil koalic
m (V) ... stredni hodnota naroku hrace i



WEBEROVA MNOZINA

1. Zafixujeme konkrétni konstrukci N

> o cY,..pomoci permutace
» (i) ... poradi, v jakém i vstoupi do N

2. spocteme naroky hracl
> mg ... marginalni vektor
> (m7); = V(S iy Y1) —Vv(Saiy)
WS, ={jeN|o() <o(i)} .. pfedchidcii pfi o
3. Uvazime v§echny kombinace
> W(v) = conv{m{ | o € ¥£,} ... Weberova mnozina

m Plati: o(v) = > 5, TT?




WEBEROVA MNOZINA

m Zafixujeme konkrétni konstrukci N

» o€ Y, .. pomoci permutace

» (i) ... poradi, v jakém i vstoupi do N
m spocteme naroky hraci

» my ... marginalni vektor

> (my); = V(S iy Y1) —Vv(Saiy)

WS, ={jeN|o(j) <o(i)} .. pFedchldciipfic

m UvaZime vsechny kombinace

> W(v) :=conv{mJ | o € £,} ... Weberova mnozina

m Plati: (v) = 3,y ™

Vztah Shapleyho hodnoty a Weberovy mnoziny

Pro libovolnou kooperativni hru (N, v) plati, Ze

¢(V) € W(v).

v e



WEBEROVA MNOZINA OBSAHUJE JADRO

Weberova mnoZina obsahuje jadro

Pro kazdou kooperativni hru (N, v) plati, Ze C(v) C W(v).

Dikaz: Indukci podle |N|
m N =1
> X =1
> W(v) = {m{}
m mid =v(1)
1. C(v)=10
m C(v) SW(v)
2. C(v) #0
| x(1) =v(1)

m C(v) =A{v(1)}
m C(v) C W(v)




WEBEROVA MNOZINA OBSAHUJE JADRO

Weberova mnoZzina obsahuje jadro

Pro kazdou kooperativni hru (N, v) plati, ze C(v) C W(v).

Diikaz: Indukci podle |N|
m ukaZeme pro x € C(v) na hranici C(v)

> C(v) je konvexni

m IS C N:x(S) =v(S)

1. (S, Vs)
H vs(T)=v(T)proTCS
2. (N\'S,ws)
W ws(T) =v(SUT)—v(S)proTCN\S
1. x5 € C(vs)
m x(T)>v(T)=vs(T)proTC S

B x(T) =x(TUS) —x(S) > v(TUS) — v(S) = ws(T)




WEBEROVA MNOZINA OBSAHUJE JADRO

Weberova mnoZina obsahuje jadro

Pro kazdou kooperativni hru (N, v) plati, Ze C(v) C W(v).

DUkaz: Indukci podle n
m ukaZeme pro x € C(v) na hranici C(v)
> C(v) je konvexni = plati pro vSechny
m 3S C N:x(S) =v(S)
1. x5 € C(vs) € W(vs)
m° =) 5, asmy ... konvexni kombinace vrcholli W(vs)
2. x"\S € C(ws) € W(ws)
m X" =3 o B-mp, ... konvexni kombinace vrchold W(ws)
m(0,7)€X,
> (o)) =47V €3
IS|+7() ieN\S

B X= Z(Uﬂ')GZn a(fﬁ‘l’m\(/o-ﬂ—) E W(V)




SHRNUTI

Shrnuti

Shapleyho hodnota je jednobodovy koncept reseni spliujici
vlastnosti, které z ni délaji spravedlivé rozdélni zisku. Da se na ni
nahliZet jak axiomaticky, tak explicitné vzorcem. Jako jedno jeji
vicebodové zobecnéni mize slouzit Weberova mnozina, pro niz je

v
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