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množina



Motivace

x ∈ C(v) mohou být nespravedlivé
▶ v(S) = min{|Sℓ|, |Sp|}

Sℓ ... počet hráčů v S s levou botou
Sp ... počet hráčů v S s pravou botou
|N| = 201, |Nℓ| = 100, |Np| = 101
v(201) = 100 · 1000
C(v) = {x}

xi =
{

1000 kč pokud i ∈ Nℓ,

0 kč pokud i ∈ Np.

Chceme spravedlivé řešení =⇒ Shapleyho hodnota
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Spravedlivé rozdělení

Pokud je f (v) : Γn → Rn jednobodový koncept řešení splňující
1. (AXIOM EFICIENCE)

▶
∑

i∈N fi(v) = v(N)
▶ Veškerý zisk se rozdělí mezi všechny hráče.

2. (AXIOM SYMETRIE)
▶ ∀i, j ∈ N, S ⊆ N \ {i, j} : v(S ∪ i) = v(S ∪ j) =⇒ fi(v) = fj(v)
▶ Stejná hodnota, stejná výplata.

3. (AXIOM NULOVÉHO HRÁČE)
▶ ∀i ∈ N,∀S ⊆ N : v(S) = v(S ∪ i) =⇒ fi(v) = 0
▶ Bez práce nejsou koláče.

4. (AXIOM ADITIVITY)
▶ ∀v,w ∈ Γn : f (v + w) = f (v) + f (w)
▶ Rozdělení na jednodušší hry vede ke stejným výplatám.

poté je určen jednoznačně!
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Spravedlivé rozdělení

Shapleyho hodnota
Shapleyho hodnota ϕ : Γn → Rn je jednobodový koncept řešení
splňující axiomy:
EFICIENCE, SYMETRIE, NULOVÉHO HRÁČE a ADITIVITY.

Jak určit ϕ(v)?
klíčové: využijeme aditivity a vlastností Γn
▶ Γn tvoří vektorový prostor
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Vektorový prostor Γn

Dva pohledy na stejný objekt (N, v):
1. v : 2N → R

▶ v(∅) = 0
▶ Γn ... množina kooperativních her

2. v ∈ R2n

▶ v ∈ R2n−1

▶ (R2n−1,+, ·) ... vektorový prostor kooperativních her
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Vektorový prostor Γn

Dva pohledy na stejný objekt (N, v):
1. v : 2N → R

▶ v(∅) = 0
▶ Γn ... množina kooperativních her

2. v ∈ R2n

▶ v ∈ R2n−1

▶ (R2n−1,+, ·) ... vektorový prostor kooperativních her

Vektorový prostor Γn

Množina všech kooperativní her Γn tvoří vektorový prostor
isomorfní standardnímu vektorovému prostoru dimenze 2n − 1.
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Spravedlivé rozdělení

Shapleyho hodnota
Shapleyho hodnota ϕ : Γn → Rn je jednobodový koncept řešení
splňující axiomy:
EFICIENCE, SYMETRIE, NULOVÉHO HRÁČE a ADITIVITY.

Jak určit ϕ(v)?
klíčové: využijeme aditivity a vlastností Γn
▶ Γn tvoří vektorový prostor

v =
∑

S⊆N αSbS
▶ (N,bS) ... bázická hra

ϕ(v) = ϕ(
∑

S⊆N αSbS) =
∑

S⊆N ϕ(αSbS)
▶ druhá rovnost z aditivity

1. Určíme ϕ(αSbS)
2. sečteme přes

∑
S⊆N

Zásadní otázka: Jakou zvolit bázi Γn?
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Volba báze prostoru her

Kanonická báze (N, eS) pro S ⊆ N:

eS(T) =
{

1 T = S,
0 T ̸= S.

v =
∑

S⊆N v(S)eS
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Volba báze prostoru her

Kanonická báze (N, eS) pro S ⊆ N:

eS(T) =
{

1 T = S,
0 T ̸= S.

v =
∑

S⊆N v(S)eS
Proč není kanonická báze vhodná?

ϕ(v) =
∑

S⊆N ϕ(v(S)eS)

1. eS(N) = 0 pokud S ̸= N

2. ϕi(eS) =
{

(s−1)!(n−s−2)!
n! i ∈ S,

s!(n−s−1)!
n! i /∈ S.

▶ složitý výpočet
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Hledání vhodnější báze

Shapleyho hodnota ϕ splňuje CARRIER AXIOM
▶ S ⊆ N : v(T) = v(S ∩ T), T ⊆ N ... carrier hry (N, v)

Shapleyho hodnota splňuje CARRIER AXIOM
Pokud je S ⊆ N carrier kooperativní hry (N, v), poté platí, že∑

i∈S ϕi(v) = v(N).

Důkaz:
T = TS ∪ TS
▶ TS = T ∩ S ... průnik T s S
▶ TS = T \ TS ... doplněk TS v T

v(T) = v(TS)
▶ v(T) = v(TS ∪ TS) = v(TS)

i /∈ S: v(T ∪ i) = v((TS ∪ TS) ∪ i) = v(TS) = v(TS ∪ TS) = v(T)
▶ =⇒ i je nulový hráč
▶ =⇒ ϕi(v) = 0

v(N) =
∑

i∈N ϕi(v) =
∑

i∈S ϕi(v) +
∑

i/∈S ϕi(v) =
∑

i∈S ϕi(v)
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Jednohlasné hry (Unanimity games)

Carrier je vítězná koalice...

Báze z jednohlasných her (N,uS) pro S ⊆ N:

uS(T) =
{

1 S ⊆ T,
0 S ̸⊆ T.

v =
∑

∅̸=S⊆N dv(S)uS
▶ dv(S) ... Harsanyiho dividendy
▶ v(S) =

∑
T⊆S dv(T)

dv(i) = v(i)
▶ v(i) = dv(i)

dv({i, j}) = v({i, j})− v(i)− v(j)
▶ v({i, j}) = dv(i) + dv(j) + dv({i, j}) = v(i) + v(j) + dv({i, j})

dv(S) =
∑

T⊆S(−1)s−tv(T)
▶ Iterace postupu + princip inkluze a exkluze
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Shapleyho hodnota jednohlasných her

Shapleyho hodnota jednohlasných her
Pro (N, αuS), kde S ⊆ N platí, že

ϕi(αuS) =
{

α
|S| i ∈ S,
0 i /∈ S.

Důkaz:
i /∈ S, T ⊆ N \ {i}
αuS(T ∪ i) = αuS(T)

▶ αuS(T) =
{
α pokud S ⊆ T
0 S ̸⊆ T

▶ αuS(T ∪ i) =
{
α pokud S ⊆ T
0 S ̸⊆ T

=⇒ ϕi(αuS) = 0
=⇒

∑
k∈N ϕk(αuS) =

∑
k∈S ϕk(αuS)
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Shapleyho hodnota jednohlasných her

Shapleyho hodnota jednohlasných her
Pro (N, αuS), kde S ⊆ N platí, že

ϕi(αuS) =
{

α
|S| i ∈ S,
0 i /∈ S.

Důkaz:
i, j ∈ S, T ⊆ N \ {i, j}
αuS(T ∪ i) = αuS(T ∪ j)
▶ S ̸⊆ T ∪ i, S ̸⊆ T ∪ j
▶ αuS(T ∪ i) = 0 = αuS(T ∪ j)

=⇒ ϕi(αuS) = ϕj(αuS)
=⇒

∑
k∈S ϕk(αuS) = |S| · ϕi(αuS)

α =
∑

k∈N ϕk(αuS) =
∑

k∈S ϕk(αuS) = |S| · ϕi(αuS)
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Odvození vzorce Shapleyho hodnoty

ϕi(v) = ϕi(
∑

S⊆N,i∈S dv(S)uS) =
∑

S⊆N,i∈S ϕi(dv(S)uS) =
▶ z additivita

=
∑

S⊆N,i∈S
dv(S)
|S| =

▶ předchozí tvrzení
=

∑
S⊆N,i∈S

1
|S|

∑
T⊆S(−1)|S|−|T|v(T)

▶ z definice dv(S)

Dá se odvodit: ϕi(v) =
∑

S⊆N\i
s!(n−s−1)!

n! v(S ∪ i)− v(S)
▶ kdo příjde s elegantním důkazem, přihlédnu u zkoušky

Lloyd Shapley: Snadné úpravy!
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Interpretace Shapleyho hodnoty

Shapleyho hodnota
Pro (N, v) je Shapleyho hodnota ϕ(v) určena jako

ϕi(v) =
∑
S⊆N\i

s!(n− s− 1)!
n! v(S ∪ i)− v(S)

Hráči provedou následující dohodu:
1. Budeme spolupracovat všichni.
2. Do koalice budeme vstupovat postupně a nahodile.
3. Při vstupu hráče i do koalice S vzniká nárok v(S ∪ i)− v(S).
▶ Je třeba hrát eficientě =⇒ v(N)
▶ na v(S ∪ i)− v(S) má hráč nárok pouze pokud vstupuje do S

S jakou pravděpodobností toto nastane?
=⇒ střední hodnota nároku hráče
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Interpretace Shapleyho hodnoty

Shapleyho hodnota
Pro (N, v) je Shapleyho hodnota ϕ(v) určena jako

ϕi(v) =
∑
S⊆N\i

s!(n− s− 1)!
n! v(S ∪ i)− v(S)

Hráči provedou následující dohodu:
1. Budeme spolupracovat všichni.
2. Do koalice budeme vstupovat postupně a nahodile.
3. Při vstupu hráče i do koalice S vzniká nárok v(S ∪ i)− v(S).

s!(n− s− 1)! ... počet situací, kdy i vstupuje do S
n! ... počet všech vzniků koalic
ϕi(v) ... střední hodnota nároku hráče i
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Weberova množina

1. Zafixujeme konkrétní konstrukci N
▶ σ ∈ Σn ... pomocí permutace
▶ σ(i) ... pořadí, v jakém i vstoupí do N

2. spočteme nároky hráčů
▶ mσ

v ... marginální vektor
▶ (mσ

v )i := v(Sσ(i) ∪ i)− v(Sσ(i))
Sσ(i) := {j ∈ N | σ(j) < σ(i)} ... předchůdci i při σ

3. Uvážíme všechny kombinace
▶ W(v) := conv{mσ

v | σ ∈ Σn} ... Weberova množina

Platí: ϕ(v) =
∑

σ∈Σn
mσ
v
n!
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Weberova množina

Zafixujeme konkrétní konstrukci N
▶ σ ∈ Σn ... pomocí permutace
▶ σ(i) ... pořadí, v jakém i vstoupí do N

spočteme nároky hráčů
▶ mσ

v ... marginální vektor
▶ (mσ

v )i := v(Sσ(i) ∪ i)− v(Sσ(i))
Sσ(i) := {j ∈ N | σ(j) < σ(i)} ... předchůdci i při σ

Uvážíme všechny kombinace
▶ W(v) := conv{mσ

v | σ ∈ Σn} ... Weberova množina
Platí: ϕ(v) =

∑
σ∈Σn

mσ
v
n!

Vztah Shapleyho hodnoty a Weberovy množiny
Pro libovolnou kooperativní hru (N, v) platí, že

ϕ(v) ∈ W(v).
Navíc ϕ(v) je těžiště W(v).
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Weberova množina obsahuje jádro

Weberova množina obsahuje jádro
Pro každou kooperativní hru (N, v) platí, že C(v) ⊆ W(v).

Důkaz: Indukcí podle |N|
|N| = 1
▶ |Σ1| = 1
▶ W(v) = {mid

v }
mid
v = v(1)

1. C(v) = ∅
C(v) ⊆ W(v)

2. C(v) ̸= ∅
x(1) = v(1)
C(v) = {v(1)}
C(v) ⊆ W(v)
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Weberova množina obsahuje jádro

Weberova množina obsahuje jádro
Pro každou kooperativní hru (N, v) platí, že C(v) ⊆ W(v).

Důkaz: Indukcí podle |N|
ukážeme pro x ∈ C(v) na hranici C(v)
▶ C(v) je konvexní

∃S ⊆ N : x(S) = v(S)
1. (S, vS)

vS(T) = v(T) pro T ⊆ S
2. (N \ S,wS)

wS(T) := v(S ∪ T)− v(S) pro T ⊆ N \ S
1. xS ∈ C(vS)

x(T) ≥ v(T) = vS(T) pro T ⊆ S
2. xN\S ∈ C(wS)

x(T) = x(T ∪ S)− x(S) ≥ v(T ∪ S)− v(S) = wS(T)
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Weberova množina obsahuje jádro

Weberova množina obsahuje jádro
Pro každou kooperativní hru (N, v) platí, že C(v) ⊆ W(v).

Důkaz: Indukcí podle n
ukážeme pro x ∈ C(v) na hranici C(v)
▶ C(v) je konvexní =⇒ platí pro všechny

∃S ⊆ N : x(S) = v(S)
1. xS ∈ C(vS) ⊆ W(vS)

xS =
∑

σ∈Σs
ασmσ

vS ... konvexní kombinace vrcholů W(vS)
2. xN\S ∈ C(wS) ⊆ W(wS)

xN\S =
∑

τ∈Σn−s
βτmτ

wS ... konvexní kombinace vrcholů W(wS)
(σ, τ) ∈ Σn

▶ (σ, τ)(i) =
{
σ(i) i ∈ S
|S|+ τ(i) i ∈ N \ S

x =
∑

(σ,τ)∈Σn
ασβτm(σ,τ)

v ∈ W(v)
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Shrnutí

Shrnutí
Shapleyho hodnota je jednobodový koncept řešení splňující
vlastnosti, které z ní dělají spravedlivé rozdělní zisku. Dá se na ni
nahlížet jak axiomaticky, tak explicitně vzorcem. Jako jedno její
vícebodové zobecnění může sloužit Weberova množina, pro niž je
Shapleyho hodnota jejím těžištěm.

21 / 21


	Shapleyho hodnota a Weberova množina

