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PRIPOMENUTI

Kooperativni hra

Kooperativni hra (N, v) je dvojice, kde N je mnoZina hracli a
v: 2" — R je charakteristicka funkce kooperativni hry. Plati, Ze
v(0) =o.

m " ... mnozina kooperativnich her n hraci

m SCN.. koalice
m v(S) ... hodnota koalice
> Vyplatni vektor x € R"
B X; reprezentuje vyplatu hrace i
B X(S) = 35 X(S)
> Vektor x € R" je eficientni, pokud x(N) = v(N)
m Obvykle rozdélujeme v(N)
> Vektor x € R" je individualné racionalni, pokud x; > v(i)
B pro hrace ma smysl uvazovat oproti v(i)
> 7*(v) = {x € R" | x(N) = v(N)} ... preimputace
> Z(v) ={xeI*(v) | Vie N:x; > v(i)} .. imputace



DNESNI CiL: JADRO

Idea: Rozdéleni zisku vedouci ke spolupraci...

Jadro

Pro kooperativni hru (N, v) je jadro C(v) rovno

C(v) ={xeZ*(v)|x(S)>v(S),VSC N}.

m v(N) ... hodnota, kterou chceme rozdélit
m x(S) > v(S) = koalice S se neodtrhne od N

» predpoklad: homo economicus (¢lovék ekonocmicky)
» odtrzeni vede na podhru (S, vs)
» v(S) ... rozdélovana hodnota




DNESNI CiL: JADRO

Idea: Rozdéleni zisku vedouci ke spolupraci...

Jadro

Pro kooperativni hru (N, v) je jadro C(v) rovno

C(v) ={xeZ*(v)|x(S)>v(S),¥ySCN}.

m v(N) ... hodnota, kterou chceme rozdélit
m x(S) > v(S) = koalice S se neodtrhne od N

» predpoklad: homo economicus (¢lovék ekonocmicky)
» odtrzeni vede na podhru (S, vs)
» v(S) ... rozdélovana hodnota

Cil: Analyzovat jadro kooperativnich her




NASHOVO EQUILIBRIUM A JADRO

Idea: Odklonéni od aktualni strategie k nové nevede ke zlepseni.

Nashovo equilibrium

Profil strategii (sS4, ...,Sn) je Nashovo equilibrium, pokud pro
kazdého hrace i plati, Zze

U,'(S1, o+ 5Si—15Si5 Sipas - - - 7Sn) > U,'(S1, voc ,5,',1,t,',$,'+1,. 00 ,Sn)

pro vSechny t; € S;.

Jadro

Pro kooperativni hru (N, v) je jadro C(v) rovno

C(v) = {x € T*(v) | X(S) > v(S),¥S C N}.




ANALYZA JADRA: PRAZDNE JADRO

Pro kooperativni hru (N, v) je jadro C(v) rovno

C(v) ={xeZ*(v)|x(S)>v(S),VSC N}.

m Nashovo equilibrium vzdy existuje
m Plati totéZ o x € C(v)?

m (N,v) hra, ze v(N) < >~y V(i)

mxeC(v)
> X(N) = V(N) < >y v(i) < x(N)
mv(i) <x

B X neexistuje




ANALYZA JADRA: PRAZDNE JADRO

Jadro

Pro kooperativni hru (N, v) je jadro C(v) rovno
C(v) ={xeZ*(v)|x(S)>v(S),VSCN}.
m Nashovo equilibrium vzdy existuje
m Plati totéz pro C(v)?

m (N,v) hra, ze v(N) < >~y V(i)
> neesencialni hra

mxeC(v)
> X(N) = V(N) < >y v(i) < x(N)
m (i) <x

B X neexistuje

O neprazdnosti jadra

Existuji kooperativni hry (N, v) s prazdnym jadrem.
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PRIKLADY JADRA: SPOLECNA PRODUKCE

T {HY [ {S} {1} | {H,S} [ {H.1} | {S, 1} | {H.S, ]}
v(T) | 5 2 1 8 4 4 10
m {H,S,I} ... spolecnosti
» H ... hardware
> S.. software
> [..IT support
m v({H,S,1}) ... cena spolecného produktu
m Vyplati se spolecnostem vytvorit spolecny produkt?
» Jak rozdélit zisky, aby doslo k dohodeé?




PRIKLADY JADRA: SPOLECNA PRODUKCE

T

{H,S}

{H,S,1}

v(T)

{HY | {S} [ {}
5 |2 |1
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{H, 1}
0

{s. 1}
4

10

m {H,S,I} ... spolecnosti
m Vyplati se spolecnostem vytvorit spolecny produkt?
» Jak rozdélit zisky, aby dosSlo k dohodé?
Vyplatni vektory z jadra x € R3:

1. X(N) = v(N)

2.

>

VVVVYVYYVYY

X1+X2 +X3:1O

X(T) > v(T),YT C N

X725

Xy > 2

X3 > 1
X+ X, > 8
X1+ X3 2> 4
Xo+X3 > 4

X1+ X, + X3 > 10




PRIKLADY JADRA: SPOLECNA PRODUKCE

{H,S}

{H,S,1}

T {H} | Sy | {I}
v(T) | 5 2 1

8

{H, 1}
0

{s. 1}
4

10

m {H,S,I} ... spolecnosti
m Vyplati se spolecnostem vytvofrit spolecny produkt?
» Jak rozdélit zisky, aby doslo k dohodé?

Vyplatni vektory z jadra x € R3:

1. X(N) = v(N)

> X;+ X2+ X3 =10
2. X(T) > v(T),YT C N
X725
Xy > 2
X3 >1
X +X; > 8
Xr+Xg=4%
X2 +X3 > 4
X tH+Hz=16

VVVVYVYYVYY



PRIKLADY JADRA: SPOLECNA PRODUKCE

T {HY [ {S} {1} | {H,S} [ {H.I} | {S, 1} | {H.S, 1}

v(T) || 5 2 1 8 4 4 10

m {H,S,I} ... spoleCnosti

m Vyplati se spolecnostem vytvofrit spolecny produkt?
» Jak rozdélit zisky, aby doslo k dohodé?

Vyplatni vektory z jadra x € R3 : (5.6,2.6,1.6)

m rovnomérné rozdéleni prebytku
1. X(N) = v(N)
» 56+2.6+1.6 =10
2. x(T) > v(T),YTC N
5.6 >5
26>2
1.6 > 1
5.6 +2.6>8
26+16>4

vVvVvyyVvyy




PRIKLADY JADRA: SPOLECNA PRODUKCE

T {HY [ {S} {1} | {H,S} [ {H.I} | {S, 1} | {H.S, 1}

v(T) || 5 2 1 8 4 4 10

m {H,S,I} ... spoleCnosti

m Vyplati se spolecnostem vytvofrit spolecny produkt?
» Jak rozdélit zisky, aby doslo k dohodé?

Vyplatni vektory z jadra x € R3 : (5,4,1)

m preferovani S
1. X(N) = v(N)

> 5+4+1=10
2. x(T) > v(T),YTC N
525
4>2
1>1
5+4>8
L+1>4

vVvVvyyVvyy



PRIKLADY JADRA: SPOLECNA PRODUKCE

T {HY [ {S} {3 [ {H, S} [{H.1} | {S, 1} | {H.S, 1}
v(T) | 5 2 1 8 4 4 10
m {H,S,I} ... spolecnosti
m Vyplati se spolecnostem vytvorit spolecny produkt?
» Jak rozdélit zisky, aby doslo k dohodé?
Vyplatni vektory zjadrax e R3: (5 + «,2 + 3,1+ 7)
m obecné
1. X(N) = v(N)
> X;+ Xy + X3 =10

Bat+f8+y=2
W o, (8,720

2. x(T) > v(T),YT C N
> X;+X,>8
ma+pf>1
> Xo+ X3 >4
Hatvy>1




NEVYHODY JADRA: CITLIVOST NA NEVYVAZENOST (1)

Bankovni loupez
m n zlodéju
m 2 unesou jeden pytel s penézi

ﬂ . -
. v(S) = { p pokud S je sude,

‘S|T_1 pokud S je liché.
Jak vypada jadro C(v)?
1. nje sudé
> cv)={(33--3)"}
2. njeliché
> C(v)=10

m pozdéji: Shapleyho hodnota vede na rovnhomérné rozdéleni

zisku x; = @



NEVYHODY JADRA: CITLIVOST NA NEVYVAZENOST (2)

Prodej obuvy
m 201 hracd
» 100 levou botu
» 101 pravou botu
m cena paru: 1000 k¢
m V(S) = min{S;,Sp} - 1000
» S, .. pocet hraci v S s levou botou

> S, ... pocet hracli v S s pravou botou
> v(201) = 100 - 1000

Jak vypada jadro C(v)?
mxecC(v):
> x = {0 I:G Np
1000 1€ N,




KDY JE JADRO NEPRAZDNE?

m B={(N,v) el |C(v) # 0} ... hry s neprazdnym jadrem
m Kdy je jadro neprazdné?

» vyuZijeme dualitu LP

1. Zakodujeme jadro pomoci (P)

2. Urcime (D)
3. odvodime slaby Bondareva-Shapley teorém z (D)
- (P _ minXeRn CTX D) — maxyeRT bTy
zapodm. Ax>b zapodm. ATy =c

> Ac R™" beR™ ceR"



1. ZAKODUJEME JADRO JAKO (P)

- (P) . Mingcgrn c'x
~ |zapodm. Ax>b

> Ac R™" beR™ ceR"

Podminky jadra:
1. X(N) = v(N)
» vynutime optimalitou
2. X(S)>v(S)proSCN
» podminky LP




LP KODUJicCl JADRO

. (P) = Minxern  C'X (D) = maxyegm by
zapodm. Ax>b zapodm. ATy =c¢

> Ac R™" beR™ ceR"

LP kodujici jadro:

min X(N
- (P) _ XERN ( )
X(S)>v(S)proSCN
> be R’
m bs = V(S)
W by by nemélo smysl
» c=(1,1,...,1) €R"
W CX =D enGi Xi=enXi = 2ien1-Xi
> Ac R(z"—1)><n

R



2. URCIME (D)

(D)

Mingegn  C'X {maXyeRT bTy

zapodm. Ax>b

zapodm. ATy =c¢

> AcR™" hbecR™ ceR"

LP kodujici j

I(P)_{
I(D):{

adro:

minxern  X(N)

za podm.

max (2N —1)
yeRY

za podm.

X(5) > v(S) proSC N

> scn V(S)Ys
> ozsen(Xs)iys =1proi e N

» x> .. charakteristicky vektor S

| (Xs),'z{; lgés

ies




DUAL K LP JADRA

- (P) _ {minngn X(N)
za podm. x(S)>v(S)proSCN

m (D)= yerd" 2 scnYsv(S)
2| D, Z(Z);ésgw YsXs = Xy

Véta o vztahu (P) a (D)

Pokud je (P) a (D) pfipustny, poté se optimum obou Gloh nabyva
a je si rovno.

m (P) je pripustny pro dostatecné velke x € R"
1 S=N

m (D) je pripustny napr. proy € Rgfn”), Vs = {o SN

B minycprn X(N) = max___on_qy) > scpn VsV(S)
yeR? =



DUAL K LP JADRA

. (P)— mingegn  X(N)
~ |zapodm. x(S)>v(S)proSCN
_ {maxyeR(f”ﬂ >_scnYsv(S)
zapodm. > scyVsds = Ay
B minycpn X(N) = maxyeR(jn,” ZSQN y5V(S)
1. C(v) £ 0
> minxeRn X(N) = V(N)
> V(N) > Y sy Vsv(S) pro viechny y e R "
2. C(v)=10

> V(N) < gy ¥sV(S) pro véechny y € R® "
» minycgn X(N) > v(N)




DUAL K LP JADRA

- (P) _ {minngn X(N)
za podm. x(S)>v(S)proSCN

m (D)= MA@~ > scn Ysv(S)
za podm. Z(Z);ésgw YsXs = Ay

O neprazdnosti jadra

Hra (N, v) ma neprazdné jadro pravé tehdy kdyz

ZYSV pro vSechny pripustnéy € RE@"-1)
SCN

21



3. ODVODIME SLABY BONDAREVA-SHAPLEY TEOREM

m Kolekce B C 2" je balancovana, pokud existuji §s > 0, Ze
1. ZSGB 0sXs = Xy,
> Js ... balancujici vahy




SLABY BONDAREVA-SHAPLEY TEOREM

m Kolekce B C N je balancovana, pokud existuji js > 0, Ze
1. ZSGB 0sXs = Xy,
> Js ... balancujici vahy

Slaby Bondareva-Shapley teorém

Hra (N,v) ma neprazdné jadro pravé tehdy kdyz pro kazdou
balancovanou kolekci B a kazdy jeji systéem balancujicich vah
(ds)ses plati, Ze

V(N) = " dsv(S).
SseB
Dikaz:
m plyne z Véty o neprazdnosti jadra a definice B
> ys=ds



JADRO TRZNI HRY

m (N,RT A W)..trh

Pripustna S-alokace (feasible S-allocation)

PFipustna S-alokace je (a%);cs takova, ze 3 sak = Y s d'.
Mnozinu vSech pripustnych S-alokaci znacime As.

Trzni hra

Kooperativni hra (N, v) je trzni hra, pokud existuje trh
(N,RT, A, W), takovy, Ze

= max{) _w'(a5) | (a§)ics € As}-

ieS




TRZNI HRY MAJi NEPRAZDNE JADRO

Trzni hry maji neprazdné jadro
Kazda trzni hra ma neprazdné jadro.

Dikaz:

m ukazeme v(N) > > s 3 dsv(S) pro Bads, S € B
definice v(S) dava S-alokace (ak)jcs pro #S C N
sestrojime N-alokaci (yj)icn jako " (Vi)ien = Doscp 05(a5)ics”

V(N) > Yy Wi(Vh) )
pomoci konkavity W dostaneme vyzadovanou nerovnost

I




TRZNI HRY MAJi NEPRAZDNE JADRO

Trzni hry maji neprazdné jadro
Kazda trzni hra ma neprazdné jadro.

Dikaz:
m ukazeme v(N) > > ¢ dsv(S) pro kazdé ds,S € B
1. definice v(S) dava S-alokace (a%)ics prof # S C N

B V(S) = max{S;cs w(a}) | (ab)ies € As)
W zvolime (as)ics, 2e V(S) = Y ;s W'(as)




TRZNI HRY MAJi NEPRAZDNE JADRO

Trzni hry maji neprazdné jadro
Kazda trzni hra ma neprazdné jadro.

Dikaz:
1. definice v(S) dava S-alokace (a%);cs prod #S C N
2. sestrojime N-alokaci (v} )icy jako " (Vi)ien = Dscs IsAs”
> y;'v. =Y seB,ies Jsas ‘ .
> (vi)ien je pfipustna N-alokace (3 y Vi = Sicy @)
B D iy senics Jsas = D seB ies Jsas =

B =3 505 Dies 05 = Dse 05 2jes @ =
= ZieN a ZSeB,ieS ds = ZieN a



TRZNI HRY MAJi NEPRAZDNE JADRO

Trzni hry maji neprazdné jadro
Kazda trzni hra ma neprazdné jadro.

Dikaz:
m ukazeme v(N) > > s ;5 0sv(S) pro kazdé ds,S € B
1. definice v(S) dava S-alokace (as),es pro) #SCN
2. sestrojime N-alokaci (yj )icy jako yi, = D seBics dsai
3. V(N) > iy W(yh)

B (vi)icy je pFipustna N-alokace
m v(N) je maximum sumy pres vSechny N-alokace




TRZNI HRY MAJi NEPRAZDNE JADRO

Trzni hry maji neprazdné jadro

Kazda trzni hra ma neprazdné jadro.

Dlkaz:

m ukazeme v(N) > > ¢z dsv(S) pro kazdé ds,S € B
definice v(S) dava S-alokace (as),es prof) #SCN
sestrojime N-alokaci (v} )icy jako vy = s ies Ssa

V(N) = 3y W/ (yh)

pomoci konkavity W dostaneme vyZadovanou nerovnost
B w(yy) > ZSeB ies dsw'(as)

u V( ) > Z,EN w (yN) > Z,EN ngs ies 55W (as)
B =D 505D iesW (a5) = > ses 0sv(S)

-!-“.-*’!".—‘



TOTALNE BALANCOVANE HRY

m (N,v) je balancovana hra
> C(v) #0
m (N,v) je totalné balancovana hra
» C(vs) D proSCN
B (S,vs) podhra




TOTALNE BALANCOVANE HRY

m (N,v) je balancovana hra
> C(v)#0

m (N,v) je totalné balancovana hra
» C(vs) ZODproSCN
> (S,vs) podhra

TB trznich her

Trzni hry jsou totalné balancované.

Dlkaz:
m (S, vs) tvori trzni hru
» — ma neprazdné jadro (pfedchozi tvrzeni)



TOTALNE BALANCOVANE HRY: OPACNA IMPLIKACE

m (N,v) je totalné balancovana hra
» C(vs) #DproSCN
B (S,vs) podhra

TB hry jsou trzni

Ke kazde totalné balancované hre (N, v) existuje trh, jehoz trzni
hra je (N,v).

Dlikaz: Direktni trh (N, R, I,, W)

| |
| In: (21 e2 en
| |

B W= (w);cy .. konkavni spojité homogenni funkce
> w(x)+w(y) <w(x+y)proxy e R ..superadditivni



TOTALNE BALANCOVANE HRY: OPACNA IMPLIKACE

m (N,v) je totalné balancovana hra
» C(vs) #DproSCN
B (S,vs) podhra

TB hry jsou trzni

Ke kazde totalné balancované hre (N, v) hre existuje trh, jehoz
trzni hra je (N, v).

Dlikaz: Direktni trh (N, R, I,, W)
m (N,v) ... totalné balancovana hra

max > scn IsV(S)
m w(x) = {zapodm. > s ydsXs=xproSCN
0s >0

» analyza k rozmysleni




ZOBECNENI JADRA

m (N,v) ... nebalancovana hra (C(v) = 0)
m Chceme néco jadru podobného...

1. Silné e-jadro C.(v)
» Zeslabeni nerovnosti jadra
> C.(v) ={xeZ*(v)|x(S)>v(S)—proSC N}
m volime £ minimalni
2. Core catchers

» Nadmnoziny jadra, zaloZené na odhadech vyplatnich vektori
» a", bY... hornia dolni vektor

bY = v(N) — v(N \ i) ... maximalni narok

al = max {v(S) — b(S\ i)} ... minimalni narok

> xelC(v) = a"<x<b¥
> CC(v) ={xeZ*(v)|a"<x<b"}..corecatcher
» H(v) ={xeR"|a" <x<b"}..hypercube



STRUKTURA JADRA

m C(v) je konvexni mnozina
» dano systémem rovnic a nerovnic
m C(v) je omezené
> C(v) CZ(v)
> I(v) = {xs € R" | 8 € RY a B(N) = 1}
B (Xg); = V(i) + BiA
B A =V(N) =3y v(i)
m struktura C(v) obecné tézko popsatelna
» pro konvexni hry explicitni predpis
B pozdéji béhem semestru
B podobné vysledky pro k-kRonvexni a jiné...




JADROVE SELEKCE (CORE SELECTIONS)

m Jak vybrat x € C(v), pokud jich je vice?
1. nucleolus
W pristi prednaska
2. rovnostarskeé jadro (egalitarian core)
B mozna pozdéji v ramci fairness

% ow




SHRNUTI

Jadro kooperativni hry

Jadro je vicebodovy koncept feseni, ktery obsahuje stabilni
vyplatni vektory, tj. vyplaty, které vedou na spolupraci vSech
hracu. Pro obecné kooperativni hry nemusi takovy vyplatni
vektor existovat. Hry s neprazdnym jadrem se nazyvaji
balancované. Hry, které maji neprazdné jadro pro kazdou podhru
se nazyvaji totalné balancovaneé a odpovidaji jim trzni hry. Jadro
je citlivé na nevyvaZenost hodnot hracu.
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