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ADMINISTRATIVNI ZALEZITOSTI

Prednasky
m Vyucujici: Martin Cerny, Martin Loebl
» Uvod do modelu kooperativnich her (6)
» Koncepty férovosti (3-4)
» Routing games (2)
» Cena anarchie (2)

Cviceni

m nekonaji se!
Materialy

m https://kam.mff.cuni.cz/~cerny/teach/21-22/coop.html
Zkouseni

m kazdy svou cast zkousky
» mozno jiz v pllce semestru

Dotazy?




REKLAMA

NOPT060 Seminar z kooperativni teorie her

m aktualni témata z kooperativnich her

» Castecné definované kooperativni hry
m zaméreni na bakalarské a magisterské studenty

» moznost otestovat si, co obnasi vyzkum

» moznost navazat bakalarskou/magisterskou praci
m ST 10:40 SU1

> po prednasce z Kooperativnich her

m https://kam.mff.cuni.cz/~cerny/teach/21-22/coopsem.html




MOTIVACE A UVOD




TEORIE HER

Cil: Analyza a reseni konfliktnich rozhodovacich situaci




TEORIE HER

Cil: Analyza a reSeni konfliktnich rozhodovacich situaci

Zakladni model: hra v normalni formé (N, S, v):
m N .. mnozina n hraci
BS=5x5,x---x8,.. profily strategii hracu
> S;.. mnozina strategii i-tého hrace
m v: S — R" .. uzitkova funkce
> v(S); ... uzitek i-tého hrace pfi strategii S




TEORIE HER

Cil: Analyza a reseni konfliktnich rozhodovacich situaci

Zakladni model: hra v normalni formé (N, S, v):
m N .. mnozina n hraci
B S=S5x5,x--x8§y.. profily strategii hracu
> S;.. mnozina strategii i-tého hrace
mv: S — R".. uzitkova funkce
> v(S); ... uzitek i-tého hrace pfi strategii S
Zakladni otazka: Jakou ma hrac i zvolit strategii?




RESENT HER V NORMALNT FORME?

NASHOVO EQUILIBRIUM

Idea: Odklonéni od aktualni strategie k nové nevede ke zlepseni.

Nashovo equilibrium

Profil strategii (s4,...,Sn) je Nashovo equilibrium, pokud pro
kazdého hrace i plati, Zze

Vi(S1,---,Si_1,SisSig1s---»Sn) > Vi(S1,. .., Si_1,ti, Sitqy - -, Sn)
pro vsechny t; € S;.

m Je tento model vhodny pro studium kooperace?
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VEZNOVO DILEMA

Vézen B . .
Vézen A Mlcet | Mluvit
Mlcet -1/-1 -3/0
Mluvit o/-3 -2/-2

m Nashovo equilibrium nevede ke kooperaci

m Hlavni problém?

» Vézni se nemohou predem dohodnout na spolupraci

m Reseni?

1. Zalepit existujici model

B — Pareto optimum
B — Nashovo "zaplatové" reseni

2. Vytvorit novy model

m vede na model Kooperativnich her




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

TRZNi HRY (MARKET GAMES)

Cil modelu? Pochopeni chovani trhu
Trh

Vektor (N,RT, A, w) je trh, pokud spliuje:
m N ... mnoZina hraci

m R7 ... prostor komodit
m A cR™" . matice pocatecnich alokaci

| \
>A—(a1 @ ... @
| \

» a € R™ ... komodity vlastnéné i-tym hracem

BW=W;, X W, X...Wy .. uZitkové funkce hracu
» w;: RT — R ... uzitkova funkce i-tého hrace
> w; je spojita konkavni funkce




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

TRZNi HRY (MARKET GAMES)

Trzni hry jsou hry s pfenosnou vyhrou (transferable utility)
m [épe vysvétlime, aZ zadefinujeme kooperativni hru
m prozatim: existuje dalsi komodita (penize), v ramci které
hraci hodnoti svij zisk

m formalné: W;(x,¢) = w;(x) + ¢

> x € R™ ... vektor komodit

> ( cR..penize

» (¢ mlZe byt i zaporna hodnota

m castka, kterou jsme utratili za nakup komodit

9



PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

TRZNi HRY (MARKET GAMES)

Cil trzni hry? Urcit, jak bude probihat obchod v ramci trhu

Obchod koalice S
Obchod na trhu (N, R}, A,w) mezi hraci @ # S C N je kolekce
(%', ("jes spliujici:

1. YiesX = Y s al (zachovani zboZi)

2. Y jes ' = 0 (zachovani penéz).




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

TRZNi HRY (MARKET GAMES)

Cil trzni hry? Urcit, jak bude probihat obchod v ramci trhu

Obchod koalice S
Obchod na trhu (N, R, A, w) mezi hraci ® # S C N je kolekce
(x', ("jes spliujici:

1. Yies X = Y5 a' (zachovani zbozi)

2. Y s ¢' = o0 (zachovani penéz).

Otazky:
m Jaké skupiny hracl uzaviou dohody o obchodu?

m K jakému dojde obchodu v ramci dané skupiny?
» JakRy zisk bude mit hrac i na daném trhu?




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

VOLEBNI HRY (VOTING GAMES)

Cil modelu: ZRoumani volebnich systémi a formovani kRoalic

Volebni hra

Dvojice (N, W) je volebni hra, pokud spliuje:
m N ... mnozina hraci
m W C 2N .. mnoZina vitéznych koalic

> 0 ¢Ww
> SCTASeEW = TeW




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

VOLEBNI HRY (VOTING GAMES)

Cil modelu: ZRoumani volebnich systém( a formovani koalic

Volebni hra

Dvojice (N, W) je volebni hra, pokud spliuje:
m N ... mnozina hraci
m W C 2N .. mnoZina vitéznych koalic

> D¢ W
> SCTASeW = TeW

Specialni pripad: (vazené) majoritni hry
m v; € R...sila hlasu hrace i
m V(S)=> sV .. slla koalice SC N
BSceW < v(S) >R
> ke R...volebni kvota




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

VOLEBNI HRY (VOTING GAMES)

Specialni pfipad: (vaZené) majoritny hry
m v; € R...sila hlasu hrace i
m V(S)=> sV .. slla koalice SC N
mScW < v(S) >R

> R e R...volebni kvota

Priklad aplikace: Volebni systém RB OSN
m 15 Clenl (z toho 5 stalych)
m ti maji pravo veta
m k prijeti rezoluce je tfeba 9 hlasl
mN={1...,15}
mR=39

{7 i=1...,5
uyVv,= .
1 i=6,...,15




PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

PROBLEM SDILENT NAKLADU (COST-SHARING PROBLEM)

Cil modelu: Vede spoluprace ke sniZeni nakladi?

m N .. mnoZina hracl
m ¢(S) ... cena nakladd za sluzbu sdilenou hraciS C N

» c(S)+¢c(T)>c(SUT)
> spolecné reseni simulovano sjednocenim individualnich

Priklady:
m zasobovani pitnou vodou
m svoz komunalniho odpadu
m predplatné odbornych Zurnald



PRIKLADY MODELU ZAMERENYCH NA KOOPERACI:

HRY S MINIMALNIMI KOSTRAMI GRAFU

Cil modelu: Naleézt nejlepsi pripojeni hracu ke zdroji
m N =N U {0} .. mnoZina hraci + zdroj
W Cj ... cena propojeni i, j

m feseni: sit, v které je kazdy i € N dosazitelnyzos
minimalnim souctem cen




KOOPERATIVNI HRA

Kooperativni hra

Kooperativni hra (N, v) je dvojice, kde N je mnoZina hracii a
v: 2V — R je charakteristicka funkce kooperativni hry. Plati, Ze

v(0) = o.

m " ... mnozina kooperativnich her n hraci
m SCN.. koalice
m v(S) ... hodnota koalice
m obvykle N ={1,...,n}
> (S,vs) je podhra (N, v):

mvs:2° 5 R
B vs(T) =v(T)proTCS




PRIKLADY REPREZENTOVANE KOOPERATIVNI HROU:

TRZN1 HRA

m (N,RT, A w)..trh

Pripustna S-alokace (feasible S-allocation)

PFipustna S-alokace je (ai);.s takova, Ze

das=> d.

ieS i€S

MnoZinu vSech pripustnych S-alokaci znacime As.



PRIKLADY REPREZENTOVANE KOOPERATIVNI HROU:

TRZN1 HRA

m (N,RT a,w)..trh

Pripustna S-alokace (feasible S-allocation)

PFipustna S-alokace je (a});cs takova, ze 3 sak = s d'.
Mnozinu vSech pripustnych S-alokaci znacime As.

<
\

Trzni hra

Kooperativni hra (N, v) je trzni hra, pokud existuje trh
(N,RT, A, w) takovy, ze

= max{ZW at) | (ab)ics € As}.

i€eS




PRIKLADY REPREZENTOVANE KOOPERATIVNI HROU:

VOLEBNI HRY (VOTING GAMES)

Volebni hra

Dvojice (N, W) je volebni hra, pokud spliiuje:

m N ... mnozina hraci

m W C 2N .. mnoZina vitéznych koalic
> 0gWw
> SCTASEW — TeWw




PRIKLADY REPREZENTOVANE KOOPERATIVNI HROU:
VOLEBNI HRY (VOTING GAMES)

Volebni hra
Dvojice (N, W) je volebni hra, pokud spliuje:

m N ... mnozina hracu
m W C 2N .. mnoZina vitéznych koalic

> pgw
> SCTASEW = TeW

Jednoducha hra (simple game)
Jednoducha hra (simple game) (N, v) spliiuje:
1. v: 2V — {0,1}

2.SCTAV(S)=1 = v(T)=1

mv(S)=1<= SeWw
y

‘




PRIKLADY REPREZENTOVANE KOOPERATIVNI HROU:

PROBLEM SDILENT NAKLADU

Cil modelu: Vede spoluprace ke sniZeni nakladu?
m N .. mnozina hraci
m ¢(S) ... cena nakladi za sluzbu sdilenou hraci S C N
» c(S)+c(T)>c(SUT)
» spolecné reseni simulovano sjednocenim individualnich
Kooperativni hra
mc: 2" SR
m jedna se o takzvanou cost game (N, v)

» ¢(S) ... hodnota reprezentuje vydaje
» v(S) ... hodnota reprezentuje prinos




KOOPERATIVNiI HRA - TRIDY HER

Priklad: Vetsi koalice je lepsi koalice...
m monotonnihra (SC T C N)

v(S) < v(T)
m superadditivnihra (S,TC N.SNT =)

v(S) +v(T) <v(SUT)

» SUT se muze vnitiné chovat jako Sa T
» neplati kdyz vétsi koalice = vétsi vydaje na management
» cost-games: ¢(S) + ¢(T) > v(SUT) ... subadditivni hra

m konvexni hra (S, T C N)

V(S) +v(T) <v(SNT)+v(SUT)




KOOPERATIVNiI HRA - TRIDY HER

Napfr. vetsi koalice je lepsi koalice
m monotonnihra (S C T C N)

v(S) < v(T)
m superadditivnihra (S,TC N.SNT =)
v(S)+v(T) <v(SUT)
m konvexni hra (S, T C N)
V(S) +v(T) <v(SNT)+v(SUT)
> téZ supermodularni hra

» cost-game: ¢(S) +¢(T) > ¢(SNT)+c(SUT)
m konkavni (submodularni)



KOOPERATIVNi HRA - CIL MODELU

O penize jde aZ na prvnim miste...

m Vyplatni vektor x ¢ R"
> x; reprezentuje vyplatu hrace i

m Vektor x € R" je eficientni, pokud ;. x; = v(N)
» Obvykle rozdélujeme v(N)

1. hodnota spoluprace v(N)
2. spolecné vydaje c(N)

m Vektor x € R" je individualné racionalni, pokud x; > v(i)
» pro hrace ma smysl uvaZzovat oproti v(i)

m Z*(v) = {x € R" | x(N) = v(N)} ... preimputace
> X(S) = Ziesxi
mZ(v)={xeZI*(v)|VieN:x;>v(i)}..imputace




KOOPERATIVNiI HRA - KONCEPT RESENI

m Mnozina vyplatnich vektord, spliujici predepsané vlastnosti
tvori koncepty FeSeni (solution concepts)
m MuiZe jit o rozdéleni zisku, které je
> ..spravedlivé...

» ...nediskriminujici...
» ...stabilni (hraci s nim budou souhlasit)...
| 2




PRIKLAD KONCEPTU RESENI: JADRO

Idea: Rozdéleni zisku vedouci ke spolupraci...

Pro kooperativni hru (N, v) je jadro C(v) rovno

C(v) ={xeZ*(v)|x(S)>v(S),VSC N}.

m predpoklad: homo economicus (¢clovék ekonomicky)
» model clovéka jako hrace
» dulsledné racionalni a sobecky
» optimalné sleduje své subjektivni cile

m v(N) ... hodnota, kterou chceme rozdélit

m x(S) > v(S) = koalice S se neodtrhne od N

» odtrZeni vede na podhru (S, vs)
» v(S) ... rozdélovana hodnota



PRIKLAD KONCEPTU RESENI: SHAPLEYHO HODNOTA

Idea: Rozdéleni zisku spravedlivym zplisobem...

Shapleyho hodnota

Pro kooperativni hru (N, v) je Shapleyho hodnota ¢(v) pro hrace i
rovna

sy = 3 2=V s ys))

n!
SCN\i

mVv(SUIi)—v(S)
» marginalni pfinos (hrace i pro SuU i)
sl(n—s—1)!
n!
» Skalovani podle velikosti a poctu koalic

n ngw\i
» soucet vSech marginalnich pfinost hrace i




KOOPERATIVNiI HRA - KONCEPT RESENI

Formalné:
1. mnozinoveé
> Y(v)={xeR"|...}
2. funkcionalné
> " ok




KOOPERATIVNiI HRA - KONCEPT RESENI

Formalné:
1. mnozinoveée
> Y(v)={xeR|...}
2. funkcionalné
> " ok
Délime na
1. jednobodové (single-point)
» mnozinoveé: ¥ (v) = {x}
B radéji: X(v) = x
» funkcionalné: ¥: " — R

2. vicebodoveé (multi-point)



SHAPLEYHO HODNOTA ALTERNATIVNE

Je moZné popsat pomoci vlastnosti...

Shapleyho hodnota

Shapleyho hodnota ¢(v) je jedina funkce f: I'" — R spliujici pro
vsechny hry (N, v), (N, w):
1. (AXIOM EFICIENCE)
> >ienfi(v) = v(N)
2. (AXIOM SYMETRIE)
> Vi,je N(YSC N\ {ij}:v(SUi)=v(SUj)) = fi(v) =fj(v)
3. (AXIOM NULOVEHO HRACE)
> Vie N(VSCN:v(S)=v(SUi)) = fi(v)=o0
4. (AXIOM ADITIVITY)
> vow e f(v+w) = f(v) +f(w)



SHRNUTI

Kooperativni hry

Kooperativni hra je dana mnoZinou hracti a hodnotami, které
urcuji hodnotu kazdé skupiny hracu (koalice). Tyto hodnoty jsou
zakodovany pomoci charakteristicke funkce hry. Cilem
kooperativni teorie her je nalézt vyplatu (ve formé vyplatnich
vektoru) pro jednotlivé hrace v zavislosti na hodnotach hry.
Vyplatni vektory spliujici dalSi vlastnosti tvori koncepty feseni.
Ty je mozné popsat nékolika zpUsoby:

1. mnozinové

2. funkcionalné

2.1 vzorcem
2.2 pomoci vlastnosti



	Motivace a úvod

