6. cviceni, 05. 11. 2025 Kombinatorika a grafy 1 - NDMI011

Vrcholové pokryti (“vertex cover”) v grafu G = (V, E) je mnozina vrcholu, co “vidi do vSech hran”,
tj. (C CV)(Ve € E): en C # (0. Nejmensi vrcholové pokryti v G znalime ¢(G).

Parovani (“matching”) v G je mnozina disjunktnich hran z E. Nejvétsi parovani v G znacime m(G).
Konigova-Egervaryho véta: V kazdém bipartitnim grafu G plati ¢(G) = m(G).

Hallova véta pro grafy: V bipartitnim grafu G s partitami A a B existuje parovani velikosti | A| pravé
tehdy, kdyZ pro kazdou mnozinu A’ C A plati |[N(A")| > |A/|.

MnozZinové systémy
Priklad 1 (Trojice z deviti)
Je dano nékolik 3prvkovych podmnozin 9prvkové mnoziny D = {1,2,...,9} takovych, ze kazdé
dvé podmnoziny maji nejvyse 1 spole¢ny prvek.
1. Dokazte, ze kazdy prvek x € D nalezi nejvyse ¢tyfem podmnozinam.

2. Dokazte, ze podmnozin muze byt nejvyse 12.

3. Najdéte priklad 12 takovych podmnozin.

Pokryti a parovani

Priklad 2 (Parovani a vrcholové pokryti)

1. Najdéte G, kde ¢(G) > m(G).
2. Najdéte G, kde ¢(G) > m(G) + 10.

3. Ukazte, ze pro kazdé G plati m(G) < ¢(G) < 2-m(G).
Priklad 3
Nechf G je bipartitni graf s partitami A a B. Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N plati, Ze vSechny
vrcholy partity A maji stupen aspon k a vSsechny vrcholy partity B maji stupen nejvyse k. Ukazte,
ze G ma parovani velikosti | A|.
Piiklad 4
Dokazte, ze kazdy (nenulové) regularni bipartitni graf ma perfektni parovani. (Graf je regularni,
pokud maji vSechny jeho vrcholy stejny stupen. Parovani P je perfektni, pokud kazdy vrchol patti
do néjakeé hrany v P.)

Piiklad 5
Najdéte vsechna perfektni parovani v Petersenové grafu, a ukazte, ze vic jich existovat nemuze.
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