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Catalanova čı́sla
Catalanova čı́sla splňujı́ rekurenci Cn = ∑

0≤i≤n CiCn−1−i. Na přednášce jste si ukázali, že Cn =
1

n+1

(
2n
n

)
.

KPR
Konečná projektivnı́ rovina je dvojice (X, P), kde X je množina bodů a P ⊆ 2X je množina

přı́mek, splňujı́cı́ následujı́ axiomy:

1. Každé dva body určujı́ přı́mku: ∀x ̸= y ∈ X : ∃!P ∈ P : x, y ∈ P .

2. Každé dvě přı́mky se protı́najı́ v jednom bodě: ∀P ̸= Q ∈ P : |P ∩ Q| = 1.

3. Existujı́ čtyři body takové, že žádné tři z nich neležı́ na jedné přı́mce: ∃Q ⊆ X : |Q| = 4∧∀P ∈
P : |P ∩ Q| ≤ 2.

Řád KPR je počet bodů na jedné přı́mce minus 1. Je-li řád KPR n, pak počet bodů i počet přı́mek
je n2 + n + 1, každá přı́mka obsahuje n + 1 bodů a každý bod ležı́ na n + 1 přı́mkách.

Rekurence, Catalanova čı́sla

Přı́klad 1
Vyřešte následujı́cı́ rekurenci pomocı́ vytvořujı́cı́ch funkcı́: a0 = 1, a1 = 1, an = 1 + ∑n−2

k=0 ak

Přı́klad 2
Ukažte, že počet cest v mřı́žce n × n z levého dolnı́ho do pravého hornı́ho rohu, aniž bychom
překročili úhlopřı́čku, je roven Catalanovu čı́slu Cn.

Přı́klad 3
Kolik existuje možných triangulacı́ pravidelného n-úhelnı́ku s vrcholy očı́slovanými 1, . . . n?

KPR

Přı́klad 4 (Alternativnı́ axiomatizace)
Ukažte, že axiom 3 lze nahradit axiomem ”Existujı́ alespoň dvě přı́mky, z nichž každá obsahuje ale-
spoň 3 body.”(Formálně ∃P ̸= Q ∈ P : |P | ≥ 3 a |Q| ≥ 3.)

Přı́klad 5 (Incidenčnı́ graf)
Incidenčnı́ graf roviny (X, P) je bipartitnı́ graf G, který má vlevo vrcholy X , vpravo vrcholy P a
mezi nimi všechny ty hrany (x, P ), kde x ∈ P . Dokažte, že G neobsahuje jako podgraf ani cyklus
C3 ani C4 ani C5.
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Přı́klad 6 (Pokrytı́)
Kolik minimálně bodů musı́me vybrat z KPR (X, P), aby každá přı́mka P ∈ P obsahovala alespoň
jeden z těchto bodů?
Kolik minimálně přı́mek musı́me vybrat, aby pokryly všechny body?

Přı́klad 7 (Počty)
Necht’ (X, P) je množinový systém a pro n ≥ 2 ∈ N platı́:

• |X| = |P| = n2 + n + 1

• ∀P ∈ P : |P | = n + 1

• ∀x ∈ X : |{P ∈ P : x ∈ P}| = n + 1

Je pak (X, P) nutně konečná projektivnı́ rovina?
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