11. cviceni, 17. 12. 2025 Kombinatorika a grafy 1 - NDMI011

Z minula (Dirichletuv princip a Ramseyovy véty)

Priklad 1 (Tabulka)

Policka nekonec¢né tabulky obarvujeme 3 barvami. Dokazte, ze
1. V libovolném radku existuje deset policek, ktera maji vSechna stejnou barvu.
2. Existuji dva fadky a dva sloupce takové, ze 4 policka v jejich pruseéicich maji stejnou barvu.
3. Existuje 10 fadku a 10 sloupcu takovych, ze 100 polic¢ek v jejich prusecicich ma stejnou barvu.

Piiklad 2 (Erdos-Szekeres pro monotéonni posloupnosti)
Dokazte, ze kazda posloupnost n? + 1 navzajem ruznych &isel obsahuje rostouci nebo klesajici pod-
posloupnost délky n + 1.

Priklad 3 (Ramsey?)
Pro N € N ozna¢me K Gplny graf na vrcholech V' = {1,2,..., N}. Ktera z nasledujicich tvrzeni
jsou pravdiva?

1. Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech.

2. Pro kazdeé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny podgraf K 19 na 20 vrcholech.

3. Pro kazdeé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech, ktery obsahuje vrchol cislo 1.

4. Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdykoliv obarvime hrany K dvéma barvami, tak
bude existovat jednobarevny Uplny podgraf na 10 vrcholech, jehoz kazdy vrchol je mocnina

dvojky.

5. Pro kazdeé dostatecné velke N &€ N plati, ze kdykoliv obarvime hrany Ky a smycky dvéma
barvami, tak bude existovat jednobarevny uplny podgraf na 10 vrcholech (i se smyckami).

Piiklad 4 (IMO 1964, P4)
Dokazte, ze R»(3,3,3) < 17.

Priklad 5 (Schurova véta)
Dokazte, ze pro kazdé obarveni vSech prirozenych ¢isel (bez nuly) dvéma barvami najdeme z,y € N
takove, ze x # y a navic x,y a x + y maji stejnou barvu.

Ramseyovy véty podruhé

Barvime vechny p-prvkové podmnoZiny néjaké dané mnoziny (bud [/N] nebo N) pomoci b ruznych
barev. Rekneme, ze podmnozina velikosti m > p je jednobarevna, pokud kazda jeji p-prvkova podmnozina
dostala tu samou barvu.

Ramseyova véta pro hypergrafy: Méjme p,b,m € N. Pak N € N, ze v kazdém obar-
veni vSech p-prvkovych podmnozin mnoziny [N] pomoci b barev existuje jednobarevna m-prvkova
podmnozina.

Nekonec¢na Ramseyova véta: Méjme p € N. Pak pro kazdé obarveni vSech p-prvkovych
podmnozin N pomoci b barev existuje nekonecna jednobarevna podmnozina.
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Priklad 6
Reknéme, ze (p, b, N) = (3,2, 5), tj. obarvujeme 3-prvkové mnoziny [5] pomoci 2 barev.

1. Kolik takovych podmnozin je?
2. Kolik je moznych obarveni?
3. Najdéte obarveni, které neobsahuje jednobarevnou podmnozinu velikosti m = 4.

Priklad 7
Dokazte, ze kazda nekonecna posloupnost prirozenych cisel obsahuje nekonec¢nou konstantni pod-
posloupnost nebo nekonecnou rostouci podposloupnost.

Priklad 8
Rekneme, 7e mnozina M ptirozenych ¢isel je superlicha (resp. supersudd), pokud Vz, y € M ma é&islo
a + b lichy (resp. sudy) pocet ruznych prvociselnych délitelu.

1. Dokazte, ze existuje nekonecna superlicha mnozina nebo nekonecna supersuda mnozina.

2. Dokazte, ze existuje nekonecna superlicha mnozina i nekonec¢na supersuda mnozina.

Néco malo o (samo)opravnych kodech

Pfipomenuti: Oznaéme S,, = {0, 1}" mnozinu binarnich stringu délky n. Hammingova vzdalenost
dvou stringu x,y € S, je pocet bitu, které musime v x zménit, abychom dostali y. Znadi se d(z, y).
(Samo)opravny kéd je podmnozina C' C S,,. Minimalni vzdalenost kédu C' je d = min{d(z,y) |
xr,y € C,x # y}. Kod opravi az ¢ chyb, pokud pro kazdy string y € S, existuje nejvyse jedno
kodove slovo z € C, ze d(z,y) < c.

Priklad 9
Uvazme n = 3 a kdédy Cy = {000,111}, C, = {001,010, 110}, C5 = {000,011, 101, 110}. Jaka je
minimalni vzdalenost kodu C4, Cy, C5? Kolik chyb opravi?

Priklad 10
Af C C S, je kod, pro ktery je minimalni vzdalenost licha, tj. d = 2t + 1.

1. Kolik chyb C' opravi?

2. Z C vyrobime novy kod C' C {0,1}"! tak, ze kazdé slovo prodlouzime o jeden symbol
urcujici paritu poctu jednicek v daném slové. Jakou minimalni vzdalenost ma C’? Kolik chyb
opravi?

Piiklad 11
Hledame kod C' C S; s d = 3 a co nejvice stringy.

1. Vzpomente si, jak vyrobit takovy kod o 16 slovech.

2. Dokazte, ze jakykoliv kod C' C S; s d = 3 musi splnovat |C| < 16.
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