Zaklady kombinatoriky a teorie grafu
Zadani domacich ukolu

6. kvétna 2018

1 Zadano 25. 2. 2018

Pi#iklad 1. Nechf T je strom s aspori dvéma vrcholy takovy, Ze pro kaZdou jeho hranu e maji obé
komponenty v T — e lichy pocet vrcholi. Dokazte, Ze potom md kazdy vrchol v T lichy stuperi. [3]

Priklad 2. Graf M nazveme parovanim, pokud zZddné dvé hrany v M mnemaji spoleény vrchol.
Perfektni parovani je pdrovdni, ve kterém hrany pokrjvaji véechny vrcholy. Pro kaZdé n € N urcete

pocet perfektnich pdrovdni v Zebriku Z,,: [2]
up Uz U3 RN Up—1 Unp
V1 VU2 V3 . Un—1 Un

Piiklad 3. Sestrojte nekonecéné mnoho grafi, které jsou izomorfni svému dopliiku. [3]
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Priklad 4. Pri hleddni maximdlniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale muZe stdt,
Ze budeme potrebovat néjaké kapacity pritadit i vrcholim (,vrcholem v nesmi protéct vic neZ x
litri tekutiny za jednotku éasu®). Jak najit mazimdlnd tok spliiugict i tuto podminku? [2]

Piiklad 5. Najdéte nekonecny systém mnozin M = {M; | i € N}, ktery spliuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednocent libovolné k-tice mnoZin z M asponi k prvki), ale nemd
systém ruznijch reprezentanti. [3]

Priklad 6. Stromy a 1-faktory.
(a) Ukazte, Ze kaZdy strom obsahuje nanejvys jedno perfektni pdrovand. [2]

(b) Ukazte, ze strom md perfekini pdrovdni prdvé tehdy, kdyz po odebrdni libovolného vrcholu md
vznikly les pravé jednu lichou komponentu. [3]
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Piiklad 7. Urcete koeficient u clenu x%® ve vyrazu (x + 2® + 2° + ---)8. Vyjddrete jej ve tvaru
(5) pro néjakd prirozend éisla p a q. [2]

Priklad 8. Spocitejte pocet zpusobu, kterymi lze konvexni n-ihelnik rozdélit pomoci uhlopricek na
trojuhelniky. (3]
Piiklad 9. Necht G je souvisly rovinng graf s v vrcholy, ktery spliiuje ndsledugici podminky:

o v = 8k pro néjaké prirozené cislo k,

. % vrcholii md stupen 7%, 3 vrcholi md stuperi ¢tyri a g vrcholi md stupen pét,

e viechny stény v rovinném nakresleni G jsou bud trojihelniky nebo ctyrihelniky.

Nakreslete rovinné nakreslent asporni jednoho takového grafu. Kolik vrcholi, hran, trojuhelnikovych
a Ctyruhelnikovijch stén takovy graf mize mit? [3]
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Priklad 10. Ukazte, Ze doplnéek rovinného grafu na alesporni jedendcti vrcholech neni rovinng.
Najdéte rovinné nakreslent grafu jeho doplnku na co nejvice vrcholech. [3]

Priklad 11. Dokazte, Ze ndsledujici grafy nelze nakreslit na torus bez krizent hran:

(a) Ks, (2]
(b) Kas, K37. [2]
Muzete k tomu pouzit variantu FEulerovy formule pro torus: e < v+ f.

Piiklad 12. Nakreslete na torus graf Ks¢ bez kitZent hran. 2]
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Priklad 13. Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kaZdé jeho dva vrcholy u a v existuji
orientované cesty zu do v a zv do u.

(a) Ukazte, Ze orientovany graf je silné sowvisly prdvé tehdy, kdyz existuje alespori jedna hrana
opoustéjici kaidou neprazdnou podmnoZinu vrcholu X C V. [3]

(b) Ukazte, ze kazdy turnaj (orientace uplného grafu) je silné souvisly prdvé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany Hamiltonovsky cyklus. [4]

Priklad 14. Ukazte, Ze kaZdyj graf s N vrcholy, ktery neobdsahuje Ks o jako podgraf, md nanejvys
1(N®/2 + N) hran. [4]
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