Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 9. cviceni*

23. dubna 2018

1 Usaté lemma a blokova struktura graft

Hranovy 7ez grafu G = (V, E) je mnozina hran F C E takovd, ze graf (V, E \ F) je nesouvisly.
Vircholovy Tez grafu G = (V, E) je mnozina vrcholi A C V takovd, ze graf (V \ A, EN (V;A)) je
nesouvisly. Hranovd souvislost k.(G) grafu G = (V, E) je velikost nejmensfho hranového fezu v G.
Vircholovou souvislost k,(G) grafu G = (V, E) definujeme jako k — 1, je-li G tplny graf Ky, a jako
velikost nejmenstho vrcholového Fezu jinak. Graf je hranové k-souvisly, pokud plati k.(G) > k a
vrcholové k-souvisly, pokud plati k,(G) > k.

Véta (Usaté lemma). Graf je vrcholové 2-sowvisly prdavé tehdy, kdyz jej umime dostat z cyklu po-
stupngm operacemi priddvani hrany a podrozdélenim hrany (poloZenim nového vrcholu ,na hranu®.)

7 ptrednésky vime, ze odebranim hrany vrcholova ani hranova souvislost nevzroste a klesne
nanejvys o jedna.

Piiklad 1. Bud G kriticky 2-souvisly graf, to znamend, Ze je vrcholové 2-souvisly, ale Zddny z
grafi G — e pro libovolné e € E(G) nent vrcholové 2-souvisly.

(a) Dokazte, Ze alespori jeden vrchol G md stupen 2.
(b) Pro kazdé n wved'te priklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespor n.

Piiklad 2. Ukazte, Ze vrcholové 2-souvisly graf graf je kriticky 2-souvisly prdvé tehdy, kdyz Zddny
jeho cyklus neindukuje chordu, ¢ili hranu mimo cyklus.

Priklad 3. Dokdzete vymyslet variantu Usatého lemma pro hranovou 2-souvislost?

Piiklad 4. Rekneme, Ze dvé hrany e a f hranové 2-souvislého grafu G jsou ekvivalentni, psdno
e~ f, pokud e = f nebo G — e — f nent souvisly. Ukazte, Ze

(a) plati e ~ f pravé tehdy, kdyz e a f jsou obsaZeny v tentyz cyklech.
(b) ~ je relace ekvivalence.

(¢) po odstranéni hran leZicich v téze trideé ekvivalence P dostaneme graf, jehoZ netrividlni kom-
ponenty jsou hranové 2-souvislé.

(d) kontrahovdnim kazdé komponenty grafu G — P do jednoho vrcholu dostaneme cyklus.

Piiklad 5 (Robbinsova véta). Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé jeho dva
vrcholy u a v existuji orientované cesty zu do v a zv do u.

Dokazte, Ze hrany grafu G lze zorientovat tak, Ze vysledny @ je silné souvisly prdve tehdy, kdyz
G je hranové 2-souvisly.

Hint: miZe se hodit pouZiti prikladu[4)

Priklad 6. (a) Ukazle, Ze orientovany graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz existuje alespor
jedna hrana opoustéjici kazdou neprdzdnou podmnoZinu vrcholu X C V.

(b) Ukazte, Ze kaZdy turnaj (orientace dplného grafu) je silné souvisly prdvé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany Hamiltonovsky cyklus.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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