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1 Rovinné grafy a jejich vlastnosti

Rovinný graf G je graf, který má alespoň jedno rovinné nakresleńı, ve kterém maj́ı oblouky od-
pov́ıdaj́ıćı r̊uzným hranám společné nanejvýš koncové body. Po odstraněńı těchto oblouk̊u se rovina
rozpadne na konečný počet souvislých oblast́ı, které nazýváme stěny nakresleńı grafu G.

Zobrazeńı b:V → {1, 2, . . . , k} nazveme obarveńım grafu G = (V,E), pokud pro každou hranu
{u, v} ∈ E plat́ı b(u) 6= b(v). Barevnost grafu G, označovaná χ(G), je minimálńı počet barev nutný
k obarveńı G.

Eulerova formule. Necht’ G = (V,E) je souvislý rovinný graf. Označme v = |V |, e = |E| a jako
f počet stěn jeho nakresleńı. Potom plat́ı v + f − e = 2.

Věta o čtyřech barvách. Každý rovinný graf G splňuje χ(G) ≤ 4.

Kuratowského věta. Graf je rovinný právě tehdy, když neobsahuje podrozděleńı K5 ani K3,3.

Př́ıklad 1. Necht’ G = (V,E) je souvislý rovinný graf. Označme jako f počet stěn jeho nakresleńı.

(a) Ukažte, že pro každý rovinný graf s |V | ≥ 3 plat́ı |E| ≤ 3|V | − 6. M̊užete bez d̊ukazu využ́ıt
fakt, že maximálńı rovinné grafy co do počtu hran jsou triangulace, což jsou rovinné grafy, pro
které existuje rovinné nakresleńı, v němž je každá stěna trojúhelńık.

(b) Pro jaké nejvěťśı d ∈ N dokážete naj́ıt d-regulárńı rovinný graf? Jak velké d má ještě smysl
uvažovat?

Př́ıklad 2. Nalezněte rovinná nakresleńı graf̊u K5, K6 a K7 na toru.

Př́ıklad 3. Ukažte, že Petersen̊uv graf neńı rovinný.

Př́ıklad 4. Vněǰskově rovinný graf je graf, který má takové rovinné nakresleńı, v němž jsou všechny
vrcholy na vněǰśı stěně. Dokažte, že každý vněǰskově rovinný graf je 3-obarvitelný.

Př́ıklad 5. Necht’ máme rovinné nakresleńı grafu G, ve kterém jsou všechny stěny trojúhelńıky.
Předpokládejme, že vrcholy G jsou obarveny třemi barvami (nemuśı se nutně jednat o korektńı
obarveńı, tj. m̊uže existovat hrana s oběma koncovými vrcholy stejné barvy). Ukažte, že počet stěn,
na jejichž vrcholech jsou použity všechny tři barvy, je sudý.

Př́ıklad 6 (*). Bud’ G rovinný graf neobsahuj́ıćı K3. Dokažte χ(G) ≤ 4.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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