Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 6. cviceni*

26. bfezna 2018

1 Grafova souvislost

Hranovy 7ez grafu G = (V, E) je mnozina hran F C E takovd, ze graf (V, E \ F) je nesouvisly.
Vrcholovy Tez grafu G = (V, E) je mnozina vrcholi A C V takovd, ze graf (V \ A, EN (V;A)) je
nesouvisly. Hranovd souvislost k.(G) grafu G = (V, E) je velikost nejmensiho hranového fezu v G.
Vircholovou souvislost k,(G) grafu G = (V, E) definujeme jako k — 1, je-li G tplny graf Ky, a jako
velikost nejmenstho vrcholového Fezu jinak. Graf je hranové k-souvisly, pokud plati k.(G) > k a
vrcholové k-souvisly, pokud plati k,(G) > k.

Véta (Usaté lemma). Graf je vrcholové 2-sowvisly prdavé tehdy, kdyz jej umime dostat z cyklu po-
stupngm operacemi priddvdani hrany a podrozdélenim hrany (poloZenim nového vrcholu ,na hranu®.)

7 ptrednésky vime, ze odebranim hrany vrcholova ani hranova souvislost nevzroste a klesne
nanejvys o jedna.

Piiklad 1. Najdéte priklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, Ze
(a) hranovd souvislost klesne (vzroste) o libovolné velké predem dané éislo.

(b) wvrcholovd sowvislost G vzroste o libovolné velké predem dané ¢&islo. O kolik mize vrcholovd
souvislost klesnout po odebrdni vrcholu?

Piiklad 2. Pro k € N oznac¢me jako B¥ mnoZinu bindrnich vetizki délky k. Uvazme graf Qp =
(V, E), nazjvangj k-krychle, ve kterém V =B a {u,v} € E prdvé tehdy, kdyz se vetizky u a v lisi
na pravé jedné pozici. Ukazte, Ze ky(Qk) = k.

Piiklad 3. Graf je k-regularni, md-li vSechny stupné rovné k.

(a) Ukazte, Ze pro kazdé k > 2 je kazdy k-reguldrni souvisly bipartitini graf vrcholové 2-souvisly.
(b) Je pro k > 2 kazdy k-requldrni (ne nutné bipartitni) souvisly graf vrcholové 2-souvisly?

(c) Co kdyz v prikladu nahradime vrcholovou souvislost hranovou?

Piiklad 4. Bud G kriticky 2-souvisly graf, to znamend, Ze je vrcholové 2-souvisly, ale Zddnij z
grafi G — e pro libovolné e € E(G) nent vrcholové 2-souvisly.

(a) Dokazte, Ze alespori jeden vrchol G md stuperi 2.
(b) Pro kazdé n uwved'te priklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespor n.

Priklad 5. Ukazte, Ze vrcholové 2-souvisly graf graf je kriticky 2-souvisly prdvé tehdy, kdyz Zddny
jeho cyklus neindukuje chordu, ¢ili hranu mimo cyklus.

Priiklad 6. Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé jeho dva vrcholy w a v existuji
orientované cesty zu do v a zv do u.

(a) Ukazte, Ze orientovany graf je silné sowvisly prdavé tehdy, kdyz existuje alespori jedna hrana
opoustéjici kazdou neprdzdnou podmnozinu vrcholu X C V.

(b) Ukazte, Ze kazdy turnaj (orientace uplného grafu) je silné souvisly prdvé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany Hamiltonovsky cyklus.
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