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1 Grafová souvislost

Hranový řez grafu G = (V,E) je množina hran F ⊆ E taková, že graf (V,E \ F ) je nesouvislý.

Vrcholový řez grafu G = (V,E) je množina vrchol̊u A ⊆ V taková, že graf (V \ A,E ∩
(
V \A
2

)
) je

nesouvislý. Hranová souvislost ke(G) grafu G = (V,E) je velikost nejmenš́ıho hranového řezu v G.
Vrcholovou souvislost kv(G) grafu G = (V,E) definujeme jako k − 1, je-li G úplný graf Kk, a jako
velikost nejmenš́ıho vrcholového řezu jinak. Graf je hranově k-souvislý, pokud plat́ı ke(G) ≥ k a
vrcholově k-souvislý, pokud plat́ı kv(G) ≥ k.

Věta (Ušaté lemma). Graf je vrcholově 2-souvislý právě tehdy, když jej umı́me dostat z cyklu po-
stupným operacemi přidáváńı hrany a podrozděleńım hrany (položeńım nového vrcholu

”
na hranu“.)

Z přednášky v́ıme, že odebráńım hrany vrcholová ani hranová souvislost nevzroste a klesne
nanejvýš o jedna.

Př́ıklad 1. Najděte př́ıklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, že

(a) hranová souvislost klesne (vzroste) o libovolně velké předem dané č́ıslo.

(b) vrcholová souvislost G vzroste o libovolně velké předem dané č́ıslo. O kolik m̊uže vrcholová
souvislost klesnout po odebráńı vrcholu?

Př́ıklad 2. Pro k ∈ N označme jako Bk množinu binárńıch řet́ızk̊u délky k. Uvažme graf Qk =
(V,E), nazývaný k-krychle, ve kterém V = Bk a {u, v} ∈ E právě tehdy, když se řet́ızky u a v lǐśı
na právě jedné pozici. Ukažte, že kv(Qk) = k.

Př́ıklad 3. Graf je k-regulárńı, má-li všechny stupně rovné k.

(a) Ukažte, že pro každé k ≥ 2 je každý k-regulárńı souvislý bipartitińı graf vrcholově 2-souvislý.

(b) Je pro k ≥ 2 každý k-regulárńı (ne nutně bipartitńı) souvislý graf vrcholově 2-souvislý?

(c) Co když v př́ıkladu nahrad́ıme vrcholovou souvislost hranovou?

Př́ıklad 4. Bud’ G kriticky 2-souvislý graf, to znamená, že je vrcholově 2-souvislý, ale žádný z
graf̊u G− e pro libovolné e ∈ E(G) neńı vrcholově 2-souvislý.

(a) Dokažte, že alespoň jeden vrchol G má stupeň 2.

(b) Pro každé n uved’te př́ıklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupně alespoň n.

Př́ıklad 5. Ukažte, že vrcholově 2-souvislý graf graf je kriticky 2-souvislý právě tehdy, když žádný
jeho cyklus neindukuje chordu, čili hranu mimo cyklus.

Př́ıklad 6. Orientovaný graf G je silně souvislý, pokud pro každé jeho dva vrcholy u a v existuj́ı
orientované cesty z u do v a z v do u.

(a) Ukažte, že orientovaný graf je silně souvislý právě tehdy, když existuje alespoň jedna hrana
opouštěj́ıćı každou neprázdnou podmnožinu vrchol̊u X ⊂ V .

(b) Ukažte, že každý turnaj (orientace úplného grafu) je silně souvislý právě tehdy, když obsahuje
orientovaný Hamiltonovský cyklus.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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