Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 1. cviceni*

19. nora 2018

(Neorientovany) graf G je uspoidadand dvojice (V, E), kde V je neprdzdnd mnozina vrcholu a
EC (‘2/) je mnozina hran. Dulezitymi grafy jsou napiiklad

e tping graf na n vrcholech K, = (V, (1)), [V| =n,

o cyklus Cp, = ({1,...,n}, {{i,i+1}:i=1,...,n—1}U{{1,n}}),

e cesta P, =({1,...,n} {{i,i+1}:i=1,...,n—1}),

o uping bipartitnt graf Ky, n,kdem,n > 1,V = {u,...,upn}U{v1,..., o} a B = {{u;,v;}:i =

1,...,n, j=1,...,m}.

Graf H je podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G) a E(H) C E(G). Stupen vrcholu v je pocet
hran grafu G obsahujicich vrchol v, znaéime jej degq(v). Graf G je sowvisly, pokud v ném pro
kazdé jeho dva vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Rekneme, ze grafy G = (V,E) a G' = (V', E')
jsou izomorfni, pokud existuje bijekce f:V — V' takovd, zZe plati {u,v} € E pravé tehdy, kdyz
{f(u), f(v)} € E'. Jako doplnék grafu G znacime graf G, ktery ma hrany pravé mezi témi vrcholy,
mezi kterymi je G nemd. Kostra grafu G = (V,E) je maximdln{ souvisly graf bez kruznice (tj.
strom) tvaru (V, E'), kde E' C E.

Princip sudosti. Pro kazdy graf G = (V, E) plati
3 dexg(v) = 2/,

veV

1 Opakovani z teorie grafa
Piiklad 1. Je ndsledujici diukaz tvrzeni ,KaZdy graf s alesporni tiemi vrcholy a se viemi stupni
velikosti alespori dva obsahuje cyklus Cs.* sprdvny?

Diikaz. Postupujeme indukei podle poétu vrcholi n. Tvrzeni plati v piipadé n = 3, protoze dany
graf muze byt jen Cs. Uvazme indukéni krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech se véemi stupni
velikosti alespon dva. Pro G tvrzeni plati z indukéniho predpokladu a tedy obsahuje C3. Vytvoiime
z G novy graf G’ na n vrcholech pridanim nového vrcholu, ktery je incidentni s alespon dvéma
vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus C3, tak jej G’ obsahuje také. O

Priklad 2. Ukazte, zZe kazdy souvisly graf G s alespori dvéma vrcholy obsahuje dva ruzné vrcholy
u, v, takové, Ze G —u i G — v jsou souvislé.

Piiklad 3. Dokazte, Ze doplnék kazdého nesouvislého grafu je souvisly. Musi to platit obrdcené?
Tedy must byt kazdy graf se souvislym doplrikem nesouvisly?

Priklad 4. Ewistuje graf s alespori dvéma vrcholy takovyj, Ze vSechny jeho vrcholy maji navzdjem
ruzné stupné?

Priklad 5. Strom na 4152 vrcholech md pouze vrcholy stupné 1 a 3. Kolik minimdlné a maximdlné
muze mdt listu (tj. vrcholi stupné 1)?

Pi#iklad 6. Odvod’te minimdini a mazimdini pocet hran v grafu s n vrcholy a k komponentami
souvislosti.

Piiklad 7. Ukazte, Ze kaZdy graf G obsahuje vrchol u a mnoZinu aspor L%degG (u)| cykli takovych,
Ze kazdé dva sdileji pouze vrchol u a Zadny jiny.

Piiklad 8. Necht mdme m,n,k € N.

(a) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K,.

(b) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K, ».

Priklad 9. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu K .

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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