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(Neorientovaný) graf G je uspořádaná dvojice (V,E), kde V je neprázdná množina vrchol̊u a
E ⊆

(
V
2

)
je množina hran. Důležitými grafy jsou např́ıklad

• úplný graf na n vrcholech Kn = (V,
(
V
2

)
), |V | = n,

• cyklus Cn = ({1, . . . , n}, {{i, i + 1}: i = 1, . . . , n− 1} ∪ {{1, n}}),

• cesta Pn = ({1, . . . , n}, {{i, i + 1}: i = 1, . . . , n− 1}),

• úplný bipartitńı graf Km,n, kde m,n ≥ 1, V = {u1, . . . , un}∪{v1, . . . , vm} a E = {{ui, vj}: i =
1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}.

Graf H je podgrafem grafu G, pokud V (H) ⊆ V (G) a E(H) ⊆ E(G). Stupeň vrcholu v je počet
hran grafu G obsahuj́ıćıch vrchol v, znač́ıme jej degG(v). Graf G je souvislý, pokud v něm pro
každé jeho dva vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Řekneme, že grafy G = (V,E) a G′ = (V ′, E′)
jsou izomorfńı, pokud existuje bijekce f :V → V ′ taková, že plat́ı {u, v} ∈ E právě tehdy, když
{f(u), f(v)} ∈ E′. Jako doplněk grafu G znač́ıme graf G, který má hrany právě mezi těmi vrcholy,
mezi kterými je G nemá. Kostra grafu G = (V,E) je maximálńı souvislý graf bez kružnice (tj.
strom) tvaru (V,E′), kde E′ ⊆ E.

Princip sudosti. Pro každý graf G = (V,E) plat́ı∑
v∈V

degG(v) = 2|E|.

1 Opakováńı z teorie graf̊u

Př́ıklad 1. Je následuj́ıćı d̊ukaz tvrzeńı
”

Každý graf s alespoň třemi vrcholy a se všemi stupni
velikosti alespoň dva obsahuje cyklus C3.“ správný?

D̊ukaz. Postupujeme indukćı podle počtu vrchol̊u n. Tvrzeńı plat́ı v př́ıpadě n = 3, protože daný
graf může být jen C3. Uvažme indukčńı krok, necht’ G je graf na n− 1 vrcholech se všemi stupni
velikosti alespoň dva. Pro G tvrzeńı plat́ı z indukčńıho předpokladu a tedy obsahuje C3. Vytvoř́ıme
z G nový graf G′ na n vrcholech přidáńım nového vrcholu, který je incidentńı s alespoň dvěma
vrcholy z G. Protože G obsahoval cyklus C3, tak jej G′ obsahuje také.

Př́ıklad 2. Ukažte, že každý souvislý graf G s alespoň dvěma vrcholy obsahuje dva r̊uzné vrcholy
u, v, takové, že G− u i G− v jsou souvislé.

Př́ıklad 3. Dokažte, že doplněk každého nesouvislého grafu je souvislý. Muśı to platit obráceně?
Tedy muśı být každý graf se souvislým doplňkem nesouvislý?

Př́ıklad 4. Existuje graf s alespoň dvěma vrcholy takový, že všechny jeho vrcholy maj́ı navzájem
r̊uzné stupně?

Př́ıklad 5. Strom na 4152 vrcholech má pouze vrcholy stupně 1 a 3. Kolik minimálně a maximálně
m̊uže mı́t list̊u (tj. vrchol̊u stupně 1)?

Př́ıklad 6. Odvod’te minimálńı a maximálńı počet hran v grafu s n vrcholy a k komponentami
souvislosti.

Př́ıklad 7. Ukažte, že každý graf G obsahuje vrchol u a množinu aspoň b 12degG(u)c cykl̊u takových,
že každé dva sd́ılej́ı pouze vrchol u a žádný jiný.

Př́ıklad 8. Necht’ máme m,n, k ∈ N.

(a) Spoč́ıtejte počet kružnic délky k v grafu Kn.

(b) Spoč́ıtejte počet kružnic délky k v grafu Km,n.

Př́ıklad 9. Spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu K2,n.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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