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1 Ramseyova teorie

Jako hypergraf označme dvojici H = (V,E), kde E ⊆ 2V . Řekneme, že H je m-uniformńı, pokud
E ⊆

(
V
m

)
. Tedy grafy odpov́ıdaj́ı 2-uniformńım hypergraf̊um. Úplný m-uniformńı hypergraf na n

vrcholech označ́ıme Km
n .

Ramseyova věta pro hypergrafy. Necht’ l,m, a1, a2, . . . , al jsou libovolná přirozená č́ısla. Potom
existuje přirozené č́ıslo n takové, že každé obarveńı hran hypergrafu Km

n l barvami obsahuje Km
ai

barvy i pro nějaké i ∈ {1, 2, . . . , l}.

Nejmenš́ı takové č́ıslo n se znač́ı Rm
l (a1, a2, . . . , al) a nazývá se Ramseyovo č́ıslo. V př́ıpadě

graf̊u (tj. m = 2) se znač́ı pouze Rl(a1, a2, . . . , al).

Př́ıklad 1. Happy Ending Problem.

(a) Ukažte, že v každé množině pěti bod̊u v R2 v obecné poloze (tj. žádné tři body nelež́ı na společné
př́ımce) lze nalézt konvexńı čtyřúhelńık.

(b) Dokažte, že pro každé k ∈ N existuje přirozené N = N(k) takové, že každá množina N bod̊u v
obecné poloze v R2 obsahuje k bod̊u v konvexńı poloze.

Př́ıklad 2. Určete nejmenš́ı N takové, že v každém červeno-modrém obarveńı hran KN najdeme
bud’ modrou kopii K1,3 nebo červenou kopii K3.

Př́ıklad 3. Erdősovo–Szekeresovo lemma o podposloupnostech.

(a) Ukažte, že v každé posloupnosti (m − 1)(n − 1) + 1 r̊uzných přirozených č́ısel existuje bud’

rostoućı podposloupnost délky m nebo klesaj́ıćı podposloupnost délky n.

(b) Nalezněte posloupnost 16 r̊uzných přirozených č́ısel, která neobsahuje rostoućı ani klesaj́ıćı
podposloupnost délky 5.

Př́ıklad 4. (a) Ukažte, že pro každé přirozené č́ıslo n existuje přirozené č́ıslo M(n) takové, že
každá {0, 1}-matice s rozměry M(n)×M(n) obsahuje n×n podmatici, která obsahuje bud’ jen
nuly nebo jen jedničky.

(b) Sestrojte libovolně velkou {0, 1}-matici, která neobsahuje 2× 2 matici se samými jedničkami a
ani 2× 2 matici se samými nulami jako diagonálńı podmatici. Matice A o rozměrech n× n je
diagonálńı podmatićı matice B o rozměrech N ×N , pokud existuje R ⊆ {1, . . . , N}, |R| = n,
taková, že vybráńım řádk̊u a sloupc̊u matice B s indexy z R źıskáme matici A.

(c) Ukažte, že pro každé přirozené č́ıslo n existuje přirozené č́ıslo DM(n) takové, že každá {0, 1}-
matice s rozměry DM(n) × DM(n) obsahuje n × n diagonálńı podmatici, která má všechny
prvky na diagonále totožné, všechny prvky nad diagonálou totožné a také všechny prvky pod
diagonálou totožné.

Př́ıklad 5. Necht’ M(n) označuje počet permutaćı množiny [n], které neobsahuj́ı aritmetickou
posloupnost délky tři (3AP).

(a) Ukažte, že pro každé přirozené n plat́ı M(n) > 0. Neboli dokažte, že pro každé n jde naj́ıt
permutaci [n], která neobsahuje 3AP.

(b) Ukažte, že dokonce plat́ı M(n) ≥ 2n−1 pro každé n. Neboli počet permutaćı, které se vyhýbaj́ı
3AP, dokonce roste exponenciálně rychle.

(c) Ukažte, že v každé permutaci všech přirozených č́ısel už vždy najdeme 3AP.

Př́ıklad 6 (*). Vzpomeňte si na d̊ukaz Ramseyovy věty pro grafy a zkuste s jej́ı pomoćı dokázat
Ramseyovu větu pro hypergrafy.

Př́ıklad 7 (*). Zkuste pro každé přirozené k ≥ 2 dokázat co nejlepš́ı dolńı odhad pro R2(k, k), tedy
najděte co nejvěťśı N = N(k) takové, že existuje 2-obarveńı hran KN bez jednobarevné kopie Kk.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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