Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 10. cviceni*

23. dubna 2018

1 Hamiltonovské kruznice

Kruznice v grafu G, ktera prochazi vsemi vrcholy G, se nazyva hamiltonovskd. Podobné cesta v G,
kterd prochazi vsemi vrcholy G, se nazyva hamiltonovskd. Graf, ktery obsahuje hamiltonovskou
kruznici, nazveme hamiltonovsky.

7 prednasky vime, ze graf G na n vrcholech je hamiltonovsky, pokud je minimalni stupen G
asponi n/2 nebo pokud pro kazdé dva vrcholy u a v z G, které nejsou spojené hranou, plati
degq(u) + dege(v) > n.

Priklad 1. Naleznéte hamiltonovskou kruznici pro pravidelny dvandctistén.

Priklad 2. Dokazte, Ze Petersenuv graf nemd hamiltonovskou kruznici.

Piiklad 3. Necht n > 3 je prirozené ¢islo a necht f(n) oznacuje mazimdlni poéet hran v grafu na
n wvrcholech, ktery neni hamiltonovsky. Ukazte, Ze f(n) = (";1) +1.

Piiklad 4. (a) Nechf G je graf, ve kterém jsou vechny stupné liché. Dokazle, Ze potom kaZdd
hrana G je obsaZena v sudém poctu hamiltonovskijch kruznic.

Napovéda: Pro danou hranu {u,v} wvazte vhodny graf H, jehoZ moZinou vrcholi je mnoZina
hamiltonovskych cest v G, které zacinaji hranou {u,v}. Hrany v H definujte tak, aby cesty
rozsiritelné na hamiltonovské cykly mély lichy stupen.

(b) Dokazte, Ze kazdy 3-reguldrni hamiltonovsky graf obsahuje aspon tii hamiltonovské kruznice.
Priklad 5. Pro ktera n lze uplng graf K, rozloZit na hranové disjunktni

(a) hamiltonovské kruznice?

(b) hamiltonovské cesty?

(¢) Dokazte, Ze pro kazdé n > 1 lze uplny graf K,, rozloZit na hranové disjunkini cesty rizné délky.

Priklad 6. Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé jeho dva vrcholy u a v existuji
orientované cesty zu do v a zv do u.

(a) Ukazte, Ze orientovany graf je silné sowvisly prdvé tehdy, kdyZ existuje alespori jedna hrana
opoustéjici kazZdou neprdzdnou podmmnoZinu vrcholu X C V.

(b) Ukazte, Ze kazdy turnaj (orientace uplného grafu) je silné souvisly prdvé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany Hamiltonovsky cyklus.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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