Topologické metody v kombinatoricdﬂ — 4. série

Véta o sendvici, Tverbergova véta, stupen zobrazeni a
Tuckerovo lemma

zadano 17.4.2019, odevzdat do 15.5.2019

V piikladech, kde neplyne ze zadani jinak, muzete pouzivat libovolnou verzi Borsukovy—
Ulamovy (¢i Ljusternikovy—Snirelmanovy) véty, kterd byla ukézdna na predndsce. MuzZete
také pouzivat Blagojeviéc—Matschke—Zieglerovu vétu.

Piiklad 1. Véta o sendvici 7ikd, Ze pro disjunktni konecné mnoZiny bodi Ay, ..., Aq C R?
ezistuje nadrovina h takovd, Ze kazdy ji uréeny otevieny poloprostor obsahuje nanejvys L%‘J
bodu z A.

Ukazte, Ze nahradime-li puvodni definici pulent prirozenéjsim znénim: nadrovina h puld
A C RY, pokud |hT NA|+ 2|hNA| = 1|A|, kde ht je jeden z otevienych poloprostori
uréengjch h, tak potom existuji dvé koneéné mnoZiny bodi v roving, které nelze rozpulit. [2]

Priklad 2. Dokazte, Ze kazdd mnozZina X sedmi bodu v roviné md alesporni dvé ruznd Tver-
bergova 3-délent. Tedy body z X lze alespori dvéma ruzngmi zpusoby rozdélit do t7i mnozin
jejichz konvexni obaly maji neprdzdny prinik. [2]

Piiklad 3. Necht X je mnozina 11 bodi v roviné, étyii z téchto bodi jsou obarveny éervené,
Ctyri zelené a tri modie. Dokazte, Ze méjakd podmmnozina této mnozZiny md duhové Tver-
bergovo 3-déleni. Tedy v X lze vybrat tr po dvou disjunktni podmnoZiny tak, Ze konvernt
obaly téchto podmnoZin maji neprdzdny prunik a Zddnd z mnoZin neobsahuje dva body téze
barvy. [2]

Priklad 4. Dokazte, Ze pro libovolné celé ¢islo z a prirozené ¢islo d existuji triangulace Ky
a Ky sféry S¢ a simplicidini zobrazeni z K, do Ko takové, Ze deg f = z. [3]

Piiklad 5. Necht K je simplicidlni komplex, kteryj vznikne ndsledujicim zpisobem. Uvazme
k Sachovnic, kdy kaZdd Sachovnice md o jeden rddek vic, neZ je pocet jejich sloupci. (Ruzné
Sachovnice ale mohou mit ruzné velikosti.) Vrcholy K jsou mozZnd umisténi jedné véZe na
nékterou z Sachovnic. Simplexy K jsou kolekce vézi (jakozto vrcholi K ), které se navzdjem
neohrozuji. Dokazte, Ze K je orientovatelnd pseudovarieta. [1+3]

Piiklad 6. Necht M je mnoZina vsech permutaci na {1,2,3,4,5}, které sestdvaji z prdvé
jednoho cyklu délky 5. Pro i € {1,2,3,4,5} a m € M definujme f;(rw) tak, Ze si m zapiseme
jako (i,a1,as2,a4,a3) a potom fi(w) = (i,a2,a1,as3,a4). Viimneme si, Ze f; je involuce.
Rekneme, Ze m a 7' jsou blizké, pokud fi(m) = 7' pro néjaké i (to je symetrickd relace,
protoze f; je involuce). Necht T je triangulace koule B3 antipoddlné symetrickd na hranici.
A necht \: V(T) — M je libovolnd funkce spliiujici A(v) = (A(—v))™1, pro kazdé v z hranice
T, kde (A(v))~1 znaéf inverzni permutaci k permutaci A(v). Dokazte, Ze existuje hrana z T
takovd, Ze jeji koncové vrcholy nejsou zobrazeny na blizké permutace. [4+napov]
Napovéda k tomuto prikladu bude uvedena 8.5.2019.
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