
Topologické metody v kombinatorice1 — 4. série

Věta o sendviči, Tverbergova věta, stupeň zobrazeńı a
Tuckerovo lemma

zadáno 17.4.2019, odevzdat do 15.5.2019

V př́ıkladech, kde neplyne ze zadáńı jinak, můžete použ́ıvat libovolnou verzi Borsukovy–
Ulamovy (či Ljusternikovy–Šnirel’manovy) věty, která byla ukázána na přednášce. Můžete
také použ́ıvat Blagojević–Matschke–Zieglerovu větu.

Př́ıklad 1. Věta o sendviči ř́ıká, že pro disjunktńı konečné množiny bod̊u A1, . . . , Ad ⊂ Rd

existuje nadrovina h taková, že každý j́ı určený otevřený poloprostor obsahuje nanejvýš
⌊
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⌋
bod̊u z A.

Ukažte, že nahrad́ıme-li p̊uvodńı definici p̊uleńı přirozeněǰśım zněńım: nadrovina h p̊uĺı
A ⊂ Rd, pokud |h+ ∩A| + 1

2 |h ∩A| = 1
2 |A|, kde h+ je jeden z otevřených poloprostor̊u

určených h, tak potom existuj́ı dvě konečné množiny bod̊u v rovině, které nelze rozp̊ulit. [2]

Př́ıklad 2. Dokažte, že každá množina X sedmi bod̊u v rovině má alespoň dvě r̊uzná Tver-
bergova 3-děleńı. Tedy body z X lze alespoň dvěma r̊uznými zp̊usoby rozdělit do tř́ı množin
jejichž konvexńı obaly maj́ı neprázdný pr̊unik. [2]

Př́ıklad 3. Necht’ X je množina 11 bod̊u v rovině, čtyři z těchto bod̊u jsou obarveny červeně,
čtyři zeleně a tři modře. Dokažte, že nějaká podmnožina této množiny má duhové Tver-
bergovo 3-děleńı. Tedy v X lze vybrat tři po dvou disjunktńı podmnožiny tak, že konvexńı
obaly těchto podmnožin maj́ı neprázdný pr̊unik a žádná z množin neobsahuje dva body téže
barvy. [2]

Př́ıklad 4. Dokažte, že pro libovolné celé č́ıslo z a přirozené č́ıslo d existuj́ı triangulace K1

a K2 sféry Sd a simpliciálńı zobrazeńı z K1 do K2 takové, že deg f = z. [3]

Př́ıklad 5. Necht’ K je simpliciálńı komplex, který vznikne následuj́ıćım zp̊usobem. Uvažme
k šachovnic, kdy každá šachovnice má o jeden řádek v́ıc, než je počet jej́ıch sloupc̊u. (R̊uzné
šachovnice ale mohou mı́t r̊uzné velikosti.) Vrcholy K jsou možná umı́stěńı jedné věže na
některou z šachovnic. Simplexy K jsou kolekce věž́ı (jakožto vrchol̊u K), které se navzájem
neohrožuj́ı. Dokažte, že K je orientovatelná pseudovarieta. [1+3]

Př́ıklad 6. Necht’ M je množina všech permutaćı na {1, 2, 3, 4, 5}, které sestávaj́ı z právě
jednoho cyklu délky 5. Pro i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} a π ∈ M definujme fi(π) tak, že si π zaṕı̌seme
jako (i, a1, a2, a4, a3) a potom fi(π) = (i, a2, a1, a3, a4). Všimneme si, že fi je involuce.
Řekneme, že π a π′ jsou bĺızké, pokud fi(π) = π′ pro nějaké i (to je symetrická relace,
protože fi je involuce). Necht’ T je triangulace koule B3 antipodálně symetrická na hranici.
A necht’ λ : V (T )→M je libovolná funkce splňuj́ıćı λ(v) = (λ(−v))−1, pro každé v z hranice
T , kde (λ(v))−1 znač́ı inverzńı permutaci k permutaci λ(v). Dokažte, že existuje hrana z T
taková, že jej́ı koncové vrcholy nejsou zobrazeny na bĺızké permutace. [4+nápov]

Nápověda k tomuto př́ıkladu bude uvedena 8.5.2019.

1Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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