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1 Zadano 25. 2. 2013

Rikéme, 7ze grafy G' a H jsou izomorfni, pokud existuje bijekce f:V(G) — V(H) takové, 7e plati
{u,v} € E(G) praveé tehdy, kdyz {f(u), f(v)} € E(H). Neboli grafy jsou isomorfni, pokud se lis{
jen prejmenovanim vrcholu. Graf H je dopliikkem grafu G, pokud {u,v} € E(H) pravé tehdy, kdyz
{u,v} ¢ E(G). Doplnék grafu G obvykle znaé¢ime G.

Priiklad 1. Sestrojte nekonecéné mnoho grafu, které jsou izomorfni svému dopriku. [3]
Ptriklad 2. Ukazte, Ze grafy K5 a K33 nejsou rovinné. [2]

Piiklad 3. Méjme rovinné nakresleni grafu, jehoZ kazdy vrchol md sudy stupern. Ukazle, Ze lze
obarvit stény tohoto nakresleni dvéma barvami tak, Ze dvé stény stejné barvy nemaji spolec¢nou
hranu na hranici. [2]
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Piiklad 4. (Kdénigova véta) Vrcholové pokryti grafu G je podmnoZina vrcholi U takovd, Ze kaZdd
hrana G je incidentni asporni s jednim vrcholem z U. Ukazte, Ze v kaZdém bipartitnim grafu je
velikost mazimdlniho pdrovani rovna velikosti minimdlniho vrcholového pokryti. [2]

Piiklad 5. Dokazte, Ze hrany kaZdého rovinného grafu bez trojiuhelniku lze zorientovat tak, Ze z
kazdého vrcholu vedou nejuyse dvé Sipky ven. [4]

Priklad 6. Najdéte nekoneény systém mnozin M = {M; | i € N}, ktery spliiuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednocent libovolné k-tice mnozin z M asponi k prvki), ale nemd
systém ruznijch reprezentanti. [2]
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Piiklad 7. UvaZujme graf Q, (graf n-dimenziondind krychle), jehoZ vrcholy tvord mnoZinu {0, 1}"
a hrany spojuji vrcholy lisici se prdvé v jedné soutadnici. Na grafu Q, uwvaujme sit se zdrojem
z=(0,0,...,0) a stokem s = (1,1, ..., 1), kde viechny hrany maji jednotkovou kapacitu. Sestrojte

(a) celociselny mazimdlni tok. [1]
(b) mazimdlni tok, ktery je na vdech hrandch kladny. [1]

Priklad 8. Pro prirozené éislo k > 2 ukazte, Ze v k-souvislém grafu lezi kaZdych k vrcholu na
spolecném cyklu. [4]

Piiklad 9. Pro grafy Gy = (V1,E1) a G = (Va, Es) oznaéme jako G1 X Go graf s mnoZinou
vrcholi Vi x Va, kde vrcholy (u,u') a (v,v") jsou spojené hranou, pokud {u,v} € Ey a {u',v'} € Es.
Ukazte, Ze pro cykly C1 a Cy je graf C1 x Co je souvisly prdavé tehdy, kdyz nejsou oba sudé.  [2]
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Piiklad 10. Pro kterd n lze dplny graf K, rozlozit na hranové disjunktnd
(a) hamiltonovské kruznice? . [1]

(b) hamiltonovské cesty?. [1]



Priklad 11. Dokazte, Ze v hranové 2-souvislém grafu lezi kazdy vrchol na néjaké kruznici. [1]

Priklad 12. Dokazte, Ze hrany kazZdého grafu lze zorientovat tak, Ze vstupni a vystupni stuper
kazdého vrcholu se lisi nejvyse o jedna. [2]

Piiklad 13. Pro kaZdou dvojici prirozengch éisel n, k, kterd spliuje podminky n > k+1 a 2 | kn,
sestrogte k-requldrni graf na n vrcholech. [4]

Priklad 14. Dokazte, Ze pro kazdé n > 1 lze uplny graf K, rozloZit na hranové disjunktni cesty
ruzné délky. [2]

Priklad 15. Dokazte, Ze K, lze rozloZit na hranové disjunktni cesty délky 2 prdvé tehdy, kdyzZ
n =4k nebon =4k+1 pro k € N. [3]

Pro k € N je podgraf H C G k-faktorem grafu G, pokud V(H) = V(G) a H je k-reguldrni.
Piiklad 16. Které 2k-requldrni grafy maji k-faktor? [2]
Priiklad 17. Dokazte, Ze kazdy 2k-requldrni graf md 2-faktor. [3]
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Piiklad 18. Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) graf Kz bez kiiZent hran. [1]

Priklad 19. Dokazte, Ze kaZdy rovinng graf, jehoZ vrcholy maji viechny stupné alespori 5, md
alespori 12 vrcholil. [2]

Ptriklad 20. Dokazte, Ze nasledugjici grafy nelze nakreslit na torus bez kiiZeni hran:
(a) Ks, 2]
(b) Ki5, Kz7. (2]

Muzete k tomu pouzit variantu Eulerovy formule pro torus: e < v + f (rovnost by platila pro
nakreslent souvislych grafi, kde kazdd sténa je rovinnd).

Pi#iklad 21. Nechf mdme rovinné nakreslend grafu G, ve kterém jsou viechny stény trojihelniky.
Predpoklddejme, Ze vrcholy G jsou obarveny tremi barvami. Ukazte, Ze pocet stén, na jejichZ vrc-
holech jsou pouZity vsechny tri barvy, je sudy. [3]

Priklad 22. Vnéjskove rovinny graf je graf, ktery md takové rovinné nakresleni, v némz jsou
vSechny vrcholy na vnéjsi sténé. Dokazte bez pouZiti Veéty o ctyrech barvdch, Ze kazdy vnéjskové
rovinng graf je 3-obarvitelny. [4]

Priklad 23. Naleznéte rovinng graf (a seznamy povolengch barev), ktery nend 4-vybératelny. [3]
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Priklad 24. Najdéte obarveni roviny 7 barvami tak, aby Zddné dva body ve vzddlenosti 1 nemeély
stejnou barvu. [2]

Priklad 25. Dokazte platnost nerovnosti Ri(3,...,3) < |e-k!| + 1. [3]

Priklad 26. Pomoct generujicich funkci sestrojte dvojici falesnigjch (tzn. ne pravych) Sestisténnych
kostek takovych, Ze kazdd z kostek md na svych sténdch celkem 6 prirozenych cisel (¢isla se mo-
hou opakovat a kostky mohou byt rizné), a pro kaidé prirozené k plati: pravdépodobnost, Ze pri
hodu obéma kostkami bude soucet padlych cisel k, je stejnd jako pro dvojici pravych kostek (které
magi ¢isla 1,2,3,4,5,6). I u falesngch kostek predpokliddme, Ze kaZdd sténa padne se stejnou

pravdépodobnosti. [2]
Piiklad 27. Spocitejte pocet zpiusobu, kterymi lze konvexni n-ihelnik rozdélit pomoci ihlopricek
na trojuhelndky. [3]
Piiklad 28. Necht e, znaéi poéet permutaci mnoZiny {1,2,...,n}, které maji pouze cykly sudé
délky. Podobné o,, oznacuje pocet permutact, jejichZ cykly magi pouze liché délky. Ukazte, Ze plati
€2 = 02p . [5]
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Piiklad 29. Necht X je koneénd mnozina a M C 2X. Rekneme, Ze mmoZinovy systém M je

2-obarvitelny, pokud lze obarvit prvky X dvéma barvami tak, aby kazdd mnozina z M obsahovala

prvky obou barev. Ukazte, Ze Fanova rovina neni 2-obarvitelnd.

Piiklad 30. Urcete pocet perfektnich pdarovani v Zebriku Z, :

up Uz U3 Up—1 Up

V1 U2 V3 . Un—1 Un

V nasledujicich piikladech uvazte definice z posledniho cviceni.
Piiklad 31. Ukazte polynomidlni prevod SAT o 3-SAT.
Piiklad 32. Ukazte polynomidlni prevod 3-SAT x 3-BG.
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