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Ř́ıkáme, že grafy G a H jsou izomorfńı, pokud existuje bijekce f :V (G) → V (H) taková, že plat́ı
{u, v} ∈ E(G) právě tehdy, když {f(u), f(v)} ∈ E(H). Neboli grafy jsou isomorfńı, pokud se lǐśı
jen přejmenováńım vrchol̊u. Graf H je doplňkem grafu G, pokud {u, v} ∈ E(H) právě tehdy, když
{u, v} /∈ E(G). Doplněk grafu G obvykle znač́ıme G.

Př́ıklad 1. Sestrojte nekonečně mnoho graf̊u, které jsou izomorfńı svému dopňku. [3]

Př́ıklad 2. Ukažte, že grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné. [2]

Př́ıklad 3. Mějme rovinné nakresleńı grafu, jehož každý vrchol má sudý stupeň. Ukažte, že lze
obarvit stěny tohoto nakresleńı dvěma barvami tak, že dvě stěny stejné barvy nemaj́ı společnou
hranu na hranici. [2]
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Př́ıklad 4. (Königova věta) Vrcholové pokryt́ı grafu G je podmnožina vrchol̊u U taková, že každá
hrana G je incidentńı aspoň s jedńım vrcholem z U . Ukažte, že v každém bipartitńım grafu je
velikost maximálńıho párováńı rovna velikosti minimálńıho vrcholového pokryt́ı. [2]

Př́ıklad 5. Dokažte, že hrany každého rovinného grafu bez trojúhelńık̊u lze zorientovat tak, že z
každého vrcholu vedou nejvýše dvě šipky ven. [4]

Př́ıklad 6. Najděte nekonečný systém množinM = {Mi | i ∈ N}, který splňuje Hallovu podmı́nku
(tj. pro každé k ∈ N obsahuje sjednoceńı libovolné k-tice množin z M aspoň k prvk̊u), ale nemá
systém r̊uzných reprezentant̊u. [2]
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Př́ıklad 7. Uvažujme graf Qn (graf n-dimenzionálńı krychle), jehož vrcholy tvoř́ı množinu {0, 1}n
a hrany spojuj́ı vrcholy lǐśıćı se právě v jedné souřadnici. Na grafu Qn uvažujme śıt’ se zdrojem
z = (0, 0, ..., 0) a stokem s = (1, 1, ..., 1), kde všechny hrany maj́ı jednotkovou kapacitu. Sestrojte

(a) celoč́ıselný maximálńı tok. [1]

(b) maximálńı tok, který je na všech hranách kladný. [1]

Př́ıklad 8. Pro přirozené č́ıslo k ≥ 2 ukažte, že v k-souvislém grafu lež́ı každých k vrchol̊u na
společném cyklu. [4]

Př́ıklad 9. Pro grafy G1 = (V1, E1) a G2 = (V2, E2) označme jako G1 × G2 graf s množinou
vrchol̊u V1×V2, kde vrcholy (u, u′) a (v, v′) jsou spojené hranou, pokud {u, v} ∈ E1 a {u′, v′} ∈ E2.
Ukažte, že pro cykly C1 a C2 je graf C1 × C2 je souvislý právě tehdy, když nejsou oba sudé. [2]
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Př́ıklad 10. Pro která n lze úplný graf Kn rozložit na hranově disjunktńı

(a) hamiltonovské kružnice? . [1]

(b) hamiltonovské cesty?. [1]
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Př́ıklad 11. Dokažte, že v hranově 2-souvislém grafu lež́ı každý vrchol na nějaké kružnici. [1]

Př́ıklad 12. Dokažte, že hrany každého grafu lze zorientovat tak, že vstupńı a výstupńı stupeň
každého vrcholu se lǐśı nejvýše o jedna. [2]

Př́ıklad 13. Pro každou dvojici přirozených č́ısel n, k, která splňuje podmı́nky n ≥ k + 1 a 2 | kn,
sestrojte k-regulárńı graf na n vrcholech. [4]

Př́ıklad 14. Dokažte, že pro každé n ≥ 1 lze úplný graf Kn rozložit na hranově disjunktńı cesty
r̊uzné délky. [2]

Př́ıklad 15. Dokažte, že Kn lze rozložit na hranově disjunktńı cesty délky 2 právě tehdy, když
n = 4k nebo n = 4k + 1 pro k ∈ N. [3]

Pro k ∈ N je podgraf H ⊆ G k-faktorem grafu G, pokud V (H) = V (G) a H je k-regulárńı.

Př́ıklad 16. Které 2k-regulárńı grafy maj́ı k-faktor? [2]

Př́ıklad 17. Dokažte, že každý 2k-regulárńı graf má 2-faktor. [3]
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Př́ıklad 18. Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) graf K3,6 bez kř́ı̌zeńı hran. [1]

Př́ıklad 19. Dokažte, že každý rovinný graf, jehož vrcholy maj́ı všechny stupně alespoň 5, má
alespoň 12 vrchol̊u. [2]

Př́ıklad 20. Dokažte, že následuj́ıćı grafy nelze nakreslit na torus bez kř́ı̌zeńı hran:

(a) K8, [2]

(b) K4,5, K3,7. [2]

M̊užete k tomu použ́ıt variantu Eulerovy formule pro torus: e ≤ v + f (rovnost by platila pro
nakresleńı souvislých graf̊u, kde každá stěna je rovinná).

Př́ıklad 21. Necht’ máme rovinné nakresleńı grafu G, ve kterém jsou všechny stěny trojúhelńıky.
Předpokládejme, že vrcholy G jsou obarveny třemi barvami. Ukažte, že počet stěn, na jejichž vrc-
holech jsou použity všechny tři barvy, je sudý. [3]

Př́ıklad 22. Vněǰskově rovinný graf je graf, který má takové rovinné nakresleńı, v němž jsou
všechny vrcholy na vněǰśı stěně. Dokažte bez použit́ı Věty o čtyřech barvách, že každý vněǰskově
rovinný graf je 3-obarvitelný. [4]

Př́ıklad 23. Nalezněte rovinný graf (a seznamy povolených barev), který neńı 4-vyb́ıratelný. [3]
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Př́ıklad 24. Najděte obarveńı roviny 7 barvami tak, aby žádné dva body ve vzdálenosti 1 neměly
stejnou barvu. [2]

Př́ıklad 25. Dokažte platnost nerovnosti Rk(3, . . . , 3) ≤ be · k!c+ 1. [3]

Př́ıklad 26. Pomoćı generuj́ıćıch funkćı sestrojte dvojici falešných (tzn. ne pravých) šestistěnných
kostek takových, že každá z kostek má na svých stěnách celkem 6 přirozených č́ısel (č́ısla se mo-
hou opakovat a kostky mohou být r̊uzné), a pro každé přirozené k plat́ı: pravděpodobnost, že při
hodu oběma kostkami bude součet padlých č́ısel k, je stejná jako pro dvojici pravých kostek (které
maj́ı č́ısla 1, 2, 3, 4, 5, 6). I u falešných kostek předpokládáme, že každá stěna padne se stejnou
pravděpodobnost́ı. [2]

Př́ıklad 27. Spoč́ıtejte počet zp̊usob̊u, kterými lze konvexńı n-úhelńık rozdělit pomoćı úhlopř́ıček
na trojúhelńıky. [3]

Př́ıklad 28. Necht’ en znač́ı počet permutaćı množiny {1, 2, . . . , n}, které maj́ı pouze cykly sudé
délky. Podobně on označuje počet permutaćı, jejichž cykly maj́ı pouze liché délky. Ukažte, že plat́ı
e2n = o2n. [5]
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Př́ıklad 29. Necht’ X je konečná množina a M ⊆ 2X . Řekneme, že množinový systém M je
2-obarvitelný, pokud lze obarvit prvky X dvěma barvami tak, aby každá množina z M obsahovala
prvky obou barev. Ukažte, že Fanova rovina neńı 2-obarvitelná. [2]

Př́ıklad 30. Určete počet perfektńıch párováńı v žebř́ıku Zn: [2]

u1 u2 u3 un−1 un. . .

v1 v2 v3 vn−1 vn. . .

. . .

V následuj́ıćıch př́ıkladech uvažte definice z posledńıho cvičeńı.

Př́ıklad 31. Ukažte polynomiálńı převod SAT ∝ 3-SAT. [3]

Př́ıklad 32. Ukažte polynomiálńı převod 3-SAT ∝ 3-BG. [4]
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