Teorie grafu a algoritmy pro matematiky 1 — 9. cviceni®

15. dubna 2013

1 Barevnost grafa

Zobrazeni b:V — {1,2,... k} nazveme obarvenim grafu G=(V,E), pokud pro kazdou hranu
{z,y} € E plati b(z) # b(y). Barevnost grafu G, oznacovani x(G), je minimélni pocet barev
nutny k obarveni G. Velikost nejvétsi nezavislé mnoziny grafu G, neboli mnoziny, ve které zadné
dva vrcholy nejsou spojené hranou, znacime «o(G).

Piiklad 1. UvaZujme graf Q, (graf n-dimenziondind krychle), jehoZ vrcholy tvord mnoZinu {0,1}"
a hrany spojugé vrcholy ligici se prdvé v jedné soutadnici. Cemu se rovnd x(Qn)?

Priklad 2. Pro kazdy graf s n vrcholy a m hranami zkuste ukdzat ndsledujici odhady barevnosti:

(a) x(G) <n—a(G)+1.

(¢) X(G) = =i

Priklad 3. Graf G je kriticky k-obarvitelny, pokud x(G) = k a kaZdy jeho podgraf H C G je jiZ
(k — 1)-obarvitelngj. Necht §(H) oznacuje minimdini stuperi grafu H.

(a) Ukazte, ze je-li H kriticky k-obarvitelny, tak 6(H) > k — 1.
(b) Ukazte, ze pro kazdy graf G plati

Xx(G) <14 ?Séé(H)'

Priklad 4. Mdme-li poradi vrcholii vy, ..., v, grafu G a mnoZinu barev {1,2,...,k}, tak hladovy
algoritmus obarveni bere vrcholy v tomto potadi a kaZdému priradi minimdlni povolenou barvu.

(a) Ukazte, Ze vidy existuje takové potadi vrcholi, na kterém hladovy algoritmus barveni pouZije
X(G) barev.

(b) Ukazte, ze existuje strom T a potadi jeho vrcholi takové, Ze na ném hladovy algoritmus obarvent
spotiebuje Q(logn) barev.

Piiklad 5 (*). Méjme nekonecny graf G s mnozinou vrcholi V= R?, kde dva vrcholy spojime
hranou prdvé tehdy, kdyz jsou od sebe ve vzddlenosti presné jedna. Ukazte, Ze 4 < x(G) < 7.

2 Vybiravost grafa

Méme-li ke kazdému vrcholu v grafu G piitazeny povoleny seznam barev L(v), pak fekneme, ze
G je L-obarvitelny, pokud jej lze obarvit pouze povolenymi barvami ze seznamu L. Graf je k-
vybiratelny, pokud je L-obarvitelny pro libovolné piitazeni seznamu L takové, ze kazdy seznam
obsahuje alespon k barev. Vybiravost grafu GG, coz je nejmensi k, pro ktery je G k-vybiratelny,
znacime x;(G).

Priklad 6. Naleznéte grafy (a jejich seznamy povolenych barev) s omezenou barevnosti, ale libo-
volné velkou vybiravosti.

Priklad 7. Naleznéte rovinny graf (a jeho seznamy povolengch barev), ktery neni 4-vybiratelny.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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