
Teorie graf̊u a algoritmy pro matematiky 1 – 8. cvičeńı∗

8. dubna 2013

1 Rovinné grafy

Rovinný graf G je graf, který má alespoň jedno rovinné nakresleńı, ve kterém maj́ı oblouky
odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným hranám společné nanejvýš koncové body. Po odstraněńı těchto oblouk̊u se
rovina rozpadne na konečný počet souvislých oblast́ı, které nazýváme stěny nakresleńı grafu G.

Věta (Eulerova formule). Necht’ G = (V,E) je souvislý rovinný graf. Označme v = |V |, e = |E| a
jako f počet stěn jeho nakresleńı. Potom plat́ı v + f − e = 2.

Použit́ı Eulerovy formule: pro každý rovinný graf G s v ≥ 3 plat́ı e ≤ 3v − 6. Nemá-li G
trojúhelńık, tak dokonce plat́ı e ≤ 2v − 4.

Věta (Kuratowského věta). Graf G = (V,E) je rovinný právě tehdy, když neobsahuje podrozděleńı
K5 ani K3,3.

Př́ıklad 1. Nalezněte rovinná nakresleńı graf̊u K5, K6 a K7 na toru.

Př́ıklad 2. Ukažte, že Petersen̊uv graf neńı rovinný.

Př́ıklad 3. Jako obvod grafu znač́ıme délku jeho nejkraťśıho cyklu (nemá-li graf cyklus, definujeme
jeho obvod jako nekonečno). Ukažte, že pro počet hran m rovinného grafu o obvodu g ∈ N plat́ı
m ≤ g

(g−2) (n− 2), kde n znač́ı počet vrchol̊u.

Př́ıklad 4. Ukažte, že doplněk rovinného grafu na alespoň jedenácti vrcholech neńı rovinný.

Př́ıklad 5. Necht’ máme rovinné nakresleńı grafu G, ve kterém jsou všechny stěny trojúhelńıky.
Předpokládejme, že vrcholy G jsou obarveny třemi barvami. Ukažte, že počet stěn, na jejichž vrc-
holech jsou použity všechny tři barvy, je sudý.

Př́ıklad 6. Vněǰskově rovinný graf je graf, který má takové rovinné nakresleńı, v němž jsou všechny
vrcholy na vněǰśı stěně. Dokažte, že každý vněǰskově rovinný graf je 3-obarvitelný.

Př́ıklad 7 (*). Dokažte, že hrany 4-regulárńıho rovinného grafu nelze obarvit dvěma barvami tak,
aby každý vrchol sousedil se dvěma červenými a dvěma modrými barvami tak, že jednobarevné páry
hran se navzájem separuj́ı.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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