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1 Grafova souvislost podruhé

Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé jeho dva vrcholy u a v existuji orientované
cesty z u do v a z v do u. Jako most oznacujeme hranu, po jejimz odstranéni vzroste pocet
komponent souvislosti. Pro k € N nazveme graf G kriticky k-souvisly, pokud po odebréni libovolné
hrany neni vznikly graf k-souvisly. Chorda cyklu C je hrana neobsazena v C, jejiz koncové vrcholy
jsou vrcholy cyklu C.

Véta (Usaté lemma). Graf je 2-souvisly prdvé tehdy, kdyz jej umime dostat z cyklu postupngm
priddvdnim cest, které maji s puvodnim grafem spoleéné jen koncové vrcholy (lepenim usi k cyklu).

Piiklad 1. Rekneme, ze dvé hrany e a f hranové 2-sowvislého grafu G jsou ekvivalentni, pokud se
rovnaji, nebo po jejich odstranéni nent vznikly graf souvisly. Ukazte, Ze

(a) se skuteéné jednd o relaci ekvivalence.
(b) vSechny hrany ve stejné tridé ekvivalence leZi na cyklu (ktery muzZe obsahovat i dalsi hrany).

(c) po odstranénd hran leZicich v téze tridé ekvivalence P dostaneme graf, jehoz komponenty jsou
hranove 2-souvislé.

(d) kontrahovdnim komponent G — P dostaneme cyklus.

Priklad 2 (Robbinsova véta). Dokazte, Ze hrany grafu G lze zorientovat tak, Ze vysledny €] je
silné souvisly prdvé tehdy, kdyz G je hranové 2-souvisly.

Priklad 3. Souvislost v orientovanych grafech.

(a) Ukazte, Ze orientovany graf je silné sowvisly prdavé tehdy, kdyz existuje alespori jedna hrana
opoustéjici kazdou neprdzdnou podmnozinu vrcholu X C V.

(b) Ukazte, ze kazdy turnaj (orientace dplného grafu) je silné souvisly prdvé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany Hamiltonovsky cyklus.

Priklad 4. Ukazte, Ze 2-souvisly graf graf je kriticky 2-souwvisly pravé tehdy, kdyz Zadny jeho cyklus
neobsahuje chordu.

Piiklad 5 (*). Pro k > 2 ukaZte, Ze v k-souvislém grafu lezi kaZdjch k vrcholi na spoleéném
cyklu.

Priklad 6. Pro grafy G1 = (V1,E1) a Gy = (Va, Es) oznacme jako G1 x Go graf s mnoZinou
vrcholi, Vi x Va, kde vrcholy (u,u’) a (v,v") jsou spojené hranou, pokud {u,v} € Ey a {u',v'} € Es.
Ukazte, Ze pro cykly Cv a Cy je graf C1 x Co je souvisly prdvé tehdy, kdyz nejsou oba sudé.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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