Teorie grafu a algoritmy pro matematiky 1 — 4. cviceni*

11. bfezna 2013

1 Aplikace Hallovy véty

Necht X a I jsou mnoziny. MnoZinovym systémem na X nazveme |I|-tici M = (M; | i € I), kde
M; C X. (V mnozinovém systému podle této definice se tatdz mnozina muze opakovat.) Systém
ruznych reprezentantii (SRR) je prostd funkce f:I — X takovd, ze pro kazdé i € I je f(i) € M.
Budeme uvazovat X, I C N a vSechny M; konec¢né.

Véta (Hallova véta). Systém riznych reprezentanti v M ezistuje prdvé tehdy, kdyz pro kazdou
JCI je ‘UZ—EJ M,’ > |J|; tato podminka se nazgvd Hallova.

Piiklad 1. Necht a,b,c,d,e jsou riznd prirozend cisla.

(a) Maji viechny tiiprokové podmnoZiny mnoziny {a,b,c,d} systém riznijch reprezentanti?

(b) Magi viechny triprvkové podmnoZiny mnoZiny {a,b,c,d, e} systém riznych reprezentanti?
Piiklad 2. Pdrovédni v grafu G je mnozina hran F C E(G) takovd, Ze, kaZdy vrchol grafu G patii

do nejvyse jedné hrany z F'. Perfektni parovani grafu G je takové pdrovani, které pokryvd vsechny
vrcholy grafu G.

(a) Najdéte nejuétsi pdrovdni v tomto bipartitnim grafu.
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(b) Najdéte Sest rizngjch perfektnich pdrovdani v Petersonové grafu. UkaZte, Ze vic jich neexistuje.

(c) Dokazte, Ze je-li bipartitini graf s neprdzdnou mnozinou hran k-requldrnd, pak md perfekini
pdrovdni.
Piiklad 3. Latinsky obdélnik iddu k x n, k < n je matice L € {1,... , n}**"  kde se v kazdém

radku a sloupci kaZdy prvek vyskytuje nejvyse jednou. Latinsky ¢tverec fadu n je latinsky obdélnik
radu n X n.

(a) Ukazte, Ze kazdy latinsky obdélnik lze priddvdnim vddki doplnit na latinsky ctverec.
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(b) Ukazte, Ze latinskijch étverci Tddu n je alespon %

Priklad 4. (Konigova véta) Vrcholové pokryti grafu G je podmnoZina vrcholi U takovd, Ze kazdd
hrana G je incidentni asponi s jednim vrcholem z U. Ukazte, Ze v kazZdém bipartitnim grafu je
velikost maximdlniho pdrovdni rovna velikosti minimdlniho vrcholového pokryti.

Priklad 5 (*). Dokazte, Ze hrany kaZdého rovinného grafu bez trojihelniki lze zorientovat tak, Ze
z kaZdého vrcholu vedou nejvyse dvé Sipky ven.

Piiklad 6. Najdéte nekonecny systém mnoZin M = {M; | i € N}, ktery splnuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednoceni libovolné k-tice mnoZin z M aspori k pruki), ale nemd
systém ruznych reprezentantu.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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