Teorie grafu a algoritmy pro matematiky 1 — 2. cviceni*

25. tinora 2013

1 Grafy a jejich vlastnosti

Rovinny graf G je graf, ktery md alesponl jedno rovinné nakresleni, ve kterém maji oblouky
odpovidajici ruznym hrandm spoleéné nanejvys koncové body. Po odstranéni téchto oblouku se
rovina rozpadne na kone¢ny pocet souvislych oblasti, které nazyvame stény nakresleni grafu G.

Rekneme, ze graf je d-regularni, pokud mé kazdy jeho vrchol stupen piesné d. Zobrazeni b: V —
{1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G=(V,E), pokud pro kazdou hranu {z,y} € E plat{ b(z) #
b(y). Barevnost grafu G, oznacovand x(G), je minimdln{ po¢et barev nutny k obarveni G. Klikovost
grafu G, znacend w(G), uddva nejvetsi k takové, ze K C G. Velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny
grafu G, neboli mnoziny, ve které zaddné dva vrcholy nejsou spojené hranou, zna¢ime o(G).
Piiklad 1. Necht G = (V, E) je souvisly rovinng graf. Oznaéme v = |V|, e = |E| a jako f pocet
stén jeho nakreslent.

(a) Dokazte Eulerovu formuli, neboli v+ f —e = 2.
(b) Ukazte, ze pro kazdy rovinng graf s v > 3 plati e < 3v — 6.

(¢) Zkuste dokdzat vzoredek e < 2v — 4 pro rovinné grafy bez K3 a s v > 3. Jsou odhady nejlepsi
mozné?

(d) Pro jaké nejvétsi d € N dokdzete najit d-reguldrni rovinng graf?
Piiklad 2. Bud G rovinng graf neobsahujici Ks. Dokazte x(G) < 4.

Priklad 3. Zkuste odvodit co nejvice vztahi mezi parametry o(G), w(G) a x(G), pripadné je-
jich zdvislosti na dalsich grafovych parametrech. Jakyjch hodnot mohou tyto parametry nabgvat u
rovinnych grafu?

Piiklad 4. Necht G je rovinng graf na alespori tfech vrcholech. Ukazte, Ze potom V (G) maiize bijt
rozdéleno na tri mnoZiny S1, So a Ss tak, Ze kazZdé S; indukuje les.

Priklad 5. Graf, ktery md barevnost k, nazveme k-kriticky, pokud pro kazdy jeho vrchol v a hranu
e plati x(G —v) <k, x(G—e) < k.

(a) Ukazte, Ze graf je 2-obarvitelny (bipartitni) prdvé tehdy, kdyz neobsahuje cyklus liché délky.
(b) Charakterizujte 3-kritické grafy.

Priklad 6. Méjme rovinné nakresleni grafu, jehoz kazdy vrchol md sudy stupen. Ukazte, Ze lze
obarvit stény tohoto nakresleni dvéma barvami tak, Ze dvé stény stejné barvy nemaji spoleénou
hranu na hranici.

2 Toky — Ford-Fulkersontv algoritmus

Priklad 7. Najdéte Ford-Fulkersonovym algoritmem maximdlni tok v ndsledujici siti.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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