Teorie grafu a algoritmy pro matematiky 1 — 1. cviceni*

18. tinora 2013

(Neorientovany) graf G je usporddand dvojice (V) E), kde V je neprdzdnd mnozina vrchola
aFk C (‘2/) je mnozina hran. Dulezitymi grafy jsou napiiklad uplny graf na n vrcholech K, =
(v, (‘;)), V| =n, cyklus Cp, = ({1,...,n}, {{i,i+ 1} |i=1,...,n — 1} U{{L,n}}), cesta P, =
(1,...,n} {{i,i+ 1} | i = 1,...,n — 1}) €& uplny bipartitni graf K, ,, kde m,n > 1, V =
{ur,...,un} U{vr,...,o;m} a BE={{u,v;} |i=1,...,n, j=1,...,m}.

Graf H je podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G) a E(H) C E(G). Stupen vrcholu v je pocet
hran grafu G obsahujicich vrchol v, zna¢ime jej degg(v). Graf G je souvisly, pokud v ném pro kazdé
jeho dva vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Kostra grafu G = (V, E) je maximaln{ souvisly graf
bez kruznice (tj. strom) tvaru (V, E’), kde £’ C E. Hamiltonovskd kruznice (respektive cesta) v
grafu G je kruznice (cesta) obsahujici vSechny vrcholy G. V orientovaném grafu bereme jako hrany
usporadané dvojice vrcholu.

1 Opakovani z teorie grafa

Piiklad 1. Je ndsledujici diukaz tvrzeni ,KaZdy graf s alesporni tiemi vrcholy a se viemi stupni
velikosti alespoti dva obsahuje cyklus Cs.“ sprdvng?

Diikaz. Postupujeme indukei podle poctu vrcholia n. Tvrzeni plati v pripadé n = 3, protoze dany
graf muze byt jen Cs. Uvazme indukéni krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech, pro ktery tvrzeni
plati. Vytvoiime z né&j novy graf G’ na n vrcholech pridénim nového vrcholu, ktery je incidentni s
alespont dvéma vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus Cs, tak jej G’ obsahuje také. O

Piiklad 2. Ukazte, Ze kazdy souvisly graf G s alesponi dvéma vrcholy obsahuje dva ruzné vrcholy
u, v, takové, Ze G —u i G — v jsou souvislé.

Priklad 3. Spoctete pocet koster uplného bipartitniho grafu Ko p,.
Piiklad 4. Hleddani Hamiltonovskijch kruznic a cest.

(a) Naleznéte Hamiltonovskou kruznici pro pravidelny dvandctistén.

(b) Ukazte, Ze kazdy orientovany uplny graf obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu.

(¢) Pro kterd n lze uplng graf K, rozloZit na hranové disjunkini Hamiltonovské kruznice? Co na
Hamiltonovské cesty?

Piiklad 5. Necht o(G) znaci velikost nejuétsi podmnoZiny vrcholi grafu G, ve které nejsou Zddné
dva vrcholy spojené hranou. Ukazte, Ze pro graf G s n vrcholy a maximdlnim stupném d plati

n
>
) =z 5

Priklad 6 (*). Oznacme jako délku cesty pocet jejich hran.
(a) Ukazte, Ze kazdy souvisly graf s n vrcholy a minimdlnim stupném & obsahuje cestu délky 6.

(b) Ukazte, ze kazdy takovy graf obsahuje cestu délky min{26,n — 1}.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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