Teorie grafu a algoritmy pro matematiky 1 — 13. cviceni*

13. kvétna 2013

1 Konecéné projektivni roviny

Necht X je koneénd mnozina a £ C 2%. Potom dvojici (X, L) nazveme kone¢nou projektivni
rovinou, pokud splnuje nésledujici axiomy:

1. IF C X,|F| =4V : |L N F| < 2 (existuji ¢tyii body, z nichz zddné tii nejsou kolinedrni).
2. VLy,Ly € L,Ly # Lo : |Ly N Ly| =1 (kazdé dvé piimky se protinaji v pravé jednom bodé).

3. Ve, € X,21 # 23 L € L : x1,29 € L (kazdymi dvéma body prochdz{ privé jedna
piimka).

Réd projektivni roviny (X, £) se rovna poctu bodi na pifmce minus jedna (vime, ze viechny
piimky obsahuji stejny pocet bodi). Vime také, ze konecna projektivni rovina fddu n obsahuje
n? +n+ 1 pifmek a bodi a také kazdy bod lezi na n + 1 pifmkéach. Pifkladem koneéné projektivni
roviny (fddu 2) je Fanova rovina:

Latinsky c¢tverec fadu n je matice o rozmérech n xn nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé ¢islo
v kazdém sloupci a fadku vyskytuje pravé jednou. Dva latinské ¢tverce L a L’ jsou ortogonalni,
pokud pro kazdou uspotrddanou dvojici ¢isel z {1,2,...,n} existuje i,5 € {1,2,...,n} takové, ze

(L)ij # (L)ij-

Priklad 1. Pro kazdy axiom konecénych projektivnich rovin uvazte, jaké nové konfigurace mohou
vzniknout, pokud jej vynechdme.

Piiklad 2. Necht (X, L) je konecnd projektiond rovina. Definujme dudl této roviny jako mnoZinouvyj
systém nad mnoZinou L, jehoZ mnoZiny jsou tvaru {L € L | x € L} pro kazdé x € X. Ukazte, Ze
dudl konecné projektivni roviny je opét koneénd projektioni rovina.

Piiklad 3. Pokuste se nakreslit konecnou projektivni rovinu 7ddu 3.

Priiklad 4. Ukazte, Ze aZ na isomorfismus je Fanova rovina jedind konecnd projektivni rovina rddu
dva.

Piiklad 5. Necht X je konecnd mnozina a M C 2X. Rekneme, Ze mnoZinovy systém M je 2-
obarvitelny, pokud lze obarvit prvky X dvéma barvami tak, aby kaZdd mmnozZina z M obsahovala
prvky obou barev. Ukazte, Ze Fanova rovina neni 2-obarvitelnd.

Priklad 6. Naleznéte mazximdlni mnoZinu navzdjem ortogondlnich latinskych ctvercu tddu ctyri a
dokazte, Ze je mazimdlni.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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