Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 8. cviceni”

1 Dualita jeji aplikace

Priklad 1. Sestrojte dudini dlohu k linedrni relaraci wlohy Nalezeni minimalniho vrcholového
pokryti ve vdzeném grafu G = (V, E,w), kde w: V — RT. Pro pripomenuti, tato relazace vypadd
ndsledovné:

Proménné: x, >0 pro kazdé v € V

Uéelovd funkce: —min Z w ()X,
veV
Podminky: x, + x, > 1 pro kazdé {u,v} € E
Jaky problém resi dudlni iloha pro jednotkové vihy?

Sit je usporadana Etvefice (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli E C VXV, za
s jsou dva rtizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R je funkce ohodnocujict
hrany. Tok v siti je kazd4 funkee f: E — R spliujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a

Z f(ua U) - Z f(v,u)
v:(u,v)EE vi(v,u)EE
pro kazdy vrchol w € V mimo stok a zdroj. Velikost toku je
wf)= Y, flzv) - Y, fwe)
vi(z,v)€EE v:(v,z)EE
Rezem v siti je mnozina R hran vedoucich z mnoziny vrcholit Z do mnoziny vrcholi S = V' \ S,
kde z € Z a s € S. Kapacitou Tezu R je ) . c(e).
Priklad 2. Uvazme ndsledujici wlohu linedrniho programovdni pro problém Nalezeni maximalniho
toku v siti (G = (V, E), z,s,¢):
Promeénné: x, >0 pro kaZdé e € £
Uéelovd funkce: maxxg .
Podminky Z LTyo — Z Ty =0 pro kaZdé v € V
u:(u,v)EE u:(v,u)EF
ze < cle) pro kazdé e € E
(V tomto programu jsme pridali hranu (s,z) ,nekonecné” velké kapacity, ¢imz tok cirkuluje a
program se tak zjednodus? wvedenim podminek Kirchhoffovijch zdkoni i pro zdroj a stok).
Sestrojte dudl této dlohy a (*) nahlédnéte, Ze odpovidd relaxaci ilohy Nalezeni fezu minimaln{
kapacity v siti.
Priklad 3. (a) Uvaste ndsledujici linedrni program pro orientovany graf G = (V, E) a jeho vrcholy
sat:
Proménné: 1z, € R pro kazdé v e V
Uéelovd funkce:  maxx;
Podminky: xs=20
Ty — Ty <1 pro kazdé (u,v) € E

Nahlédnéte, Ze Tesi ilohu Nalezeni délky nejkratsi cesty mezi vrcholy s a t v G. 'V dcelové
funkci je skuteéné mazimum, i kdyz chceme nalézt nejkratsi cestu.

(b) Zkonstruujte dudl k predeslé iloze. Jaky problém dudl 7esi?

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

2 Komplementarita

Véta 1 (Véta o komplementarité). Méjme dlohu linedrniho programovdni P a jeji dudl D v
ndsledujict forme:
maxc ' x, Ax < b,x > 0, (P)
minb'y, ATy > ¢,y > 0. (D)
Méjme pripustnd TeSeni x* a y* pro P a D a oznaéme jako A;, prvek matice A na pozici (j,1).
Pak x* a y* jsou optimdlnimi resSenimi uloh P a D prdvé tehdy, kdyz plati ndsledujici dva vztahy
m

z; =0 nebo ZAj,iyj =c¢; pro kazdéi e {1,...,n} a

j=1

n
y; = 0 nebo ZAj,iIi =b; pro kazdé j € {1,...,m}.
i=1
Prvni vztah k4, Ze pro kazdé i je bud i-t4 proménnd priméru nulova nebo je i-t4 podminka
dudlu tésnd. Druhy vztah analogicky k4, Ze pro kazdé j je bud j-t4 proménnd dudlu nulovi
nebo je j-t4 podminka priméru tésna. Tento vysledek ndm pomuze ovéfovat optimalitu feSeni ¢i
napfiiklad ur¢ovat optima dualu z optim priméaru.
Piiklad (Reseny piiklad). Méjme ndsledugjici primdr P a dudl D:
max 2z + 4xs + 3x3 + x4
3331 + X2 +£C3+4l‘4 S 12
T, —3rg +2x3 +3x4 <7 (P)
201 + 29+ 323 — x4 < 10

Z1,x2,T3,T4 > 0

min 12y, + 7y2 + 10y3
3y1 +y2 +2ys > 2
Y1 —3y2 +ys >
Y1+ 2y2 +3ys > 3
dy1 +3y2 —ys > 1
Y1,Y2,y3 = 0
Bud x* = (O, %, 0, %) optimem v P. Urcete optimum v D.
Reseni. Pode Véty o komplementarité jsou 2. a 4. nerovnost v D splnény tésné, protoze xo # 0 a
x4 # 0. V primaru P po dosazeni hodnot x* vidime, Ze 2. nerovnost v P neni tésna a podle Véty
o komplementarité tedy mame y» = 0. Dosazenim y2 = 0 do 2. a 4. nerovnosti v D zapsanych s
rovnosti dostavame soustavu

y1+ys =4
dy1 —ys =1,
jejiz reseni y* = (1,0, 3) je piipustné pro D a tedy je optimem v D. O

Priklad 4. Optimdinim resenim dudlni ilohy D k ndsledujici uloze P je y* = (0, 7, %5 0).

max4x, — 2z + Tx3
5r1 + x9 — 223 < 12
—z1 —r2+ w3 < —1
201 + a9 < 4 (P)
1 +x3<4

L1,X2,T3 >0



(a) Spoététe pomoct komplementarity optimdlni Fesend primdru P.
(b) Naleznéte vektory x € R® ay € R, které spliuji oba vztahy z Véty o komplementarité, ale ani
X a ani'y nejsou optimdlnimi feSenimi pro P a D.

Priklad 5. Méjme nasledujici zaddni dudlu D lohy P:

max 3y1 + 3y + 6ys + 4y,
Y1+ 2y2+3ys +ya <5
Y1+ y2 +2ys +3ys =3 (D)
y1+y2+ys>1
Y1,Y2,Y3,9Y2 > 0

Pripustnygm reSenim primdru P je x' = (4,0, —1). Je toto TeSend primdru optimem v P?
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