
Lineárńı programováńı a kombinatorická optimalizace –

př́ıklady na 7. cvičeńı∗

1 Dualita

Mějme následuj́ıćı úlohu lineárńıho programováńı P s n proměnnými a m podmı́nkami:

max c⊤x za podmı́nek Ax ≤ b a x ≥ 0. (P)

Té budeme ř́ıkat primárńı lineárńı program (neboli primár). Jeho duálńım lineárńım programem
(neboli duálem) nazveme následuj́ıćı lineárńı program D s m proměnnými a n podmı́nkami:

minb⊤y za podmı́nek A⊤y ≥ c a y ≥ 0. (D)

Vysvětleńı: při řešeńı D se snaž́ıme naj́ıt lineárńı kombinaci m podmı́nek soustavy Ax ≤ b s
nějakými koeficienty y1, . . . , ym ≥ 0 takovými, aby výsledná nerovnost měla j-tý koeficient aspoň
cj pro každé j ∈ {1, . . . , n} a pravá strana přitom byla co nejmenš́ı.

Ukazuje se, že programD
”
hĺıdá“ program P podle následuj́ıćıho výsledku, ze kterého např́ıklad

vid́ıme, že je-li P neomezený, pak D nemá př́ıpustné řešeńı.

Věta 1 (Slabá věta o dualitě). Pro každé př́ıpustné řešeńı x úlohy P a každé př́ıpustné řešeńı y
úlohy D plat́ı c⊤x ≤ b⊤y.

Následuj́ıćı ześıleńı je asi nejd̊uležitěǰśım teoretickým výsledkem o lineárńıch programech.

Věta 2 (Silná věta o dualitě). Pro úlohy P a D nastane právě jedna z následuj́ıćıch čtyř možnost́ı:

(a) Ani P ani D nemá př́ıpustné řešeńı.

(b) Úloha P je neomezená a D nemá př́ıpustné řešeńı.

(c) Úloha P nemá př́ıpustné řešeńı a D je neomezená.

(d) Úlohy P i D maj́ı př́ıpustné řešeńı. Pak maj́ı i optimálńı řešeńı x∗ a y∗ a plat́ı c⊤x∗ = b⊤y∗.

Duálńı lineárńı programy můžeme uvážit i pro lineárńı programy v obecném tvaru, stač́ı po-
stupovat podle následuj́ıćı tabulky. Postup funguje zleva doprava i zprava doleva.

Primárńı úloha Duálńı úloha

Proměnné x = (x1, . . . , xn) y = (y1, . . . , ym)

Matice A ∈ Rm×n A⊤ ∈ Rn×m

Pravá strana b ∈ Rm c ∈ Rn

Účelová funkce max c⊤x minb⊤y

Podmı́nky i-tá podmı́nka má ≤ yi ≥ 0

≥ yi ≤ 0

= yi ∈ R

xj ≥ 0 j-tá podmı́nka má ≥
xj ≤ 0 ≤
xj ∈ R =

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Př́ıklad 1. Vytvořte duálńı program D pro následuj́ıćı primárńı lineárńı program P :

max 6x1 + 4x2 + 2x3

5x1 + 2x2 + x3 ≤ 5

x1 + x2 ≤ 2

x2 + x3 ≤ 2

x1, x2, x3 ≥ 0

Př́ıklad 2. Vytvořte duálńı program D pro následuj́ıćı primárńı lineárńı program P :

maxx1 − 2x2 + 3x4

x2 − 6x3 + x4 ≤ 4

−x1 + 3x2 − 3x3 = 0

6x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 ≥ 5

x2 ≤ 0

x4 ≥ 0

Př́ıklad 3. Dokažte nebo vyvrat’te tvrzeńı:

(a) Pro každý lineárńı program P plat́ı, že duál duálu P je p̊uvodńı program P .

(b) Pokud má lineárńı program optimum s celoč́ıselnými proměnnými, tak má celoč́ıselné optimálńı
řešeńı i duál.

Př́ıklad 4. (*) Mějme následuj́ıćı úlohu lineárńıho programováńı P :

max c⊤x za podmı́nek Ax ≤ b a x ≥ 0.

Pomoćı duality zkonstruujte soustavu nerovnic, pro kterou ze souřadnic libovolného řešeńı lze vyč́ıst
optimálńı řešeńı pro P .

Tı́m ukážeme, že asymptotická složitost problému rozhodnout, zda je daný mnohostěn neprázdný,
je stejná jako složitost problému nalezeńı optimálńıho řešeńı úlohy lineárńıho programováńı. Nebo
ještě jinak: nalezeńı př́ıpustného řešeńı lineárńıho programu je asymptoticky stejně obt́ı̌zné jako
nalezeńı optimálńıho řešeńı.

Př́ıklad 5. Zformulujte relaxovanou úlohu lineárńıho programováńı pro Set cover problem: vyberte
z množin S1, . . . , Sm ⊆ {1, . . . , n} co nejméně množin tak, aby jejich sjednoceńı pokrývalo celou
nosnou množinu {1, . . . , n}. Napǐste duál vaš́ı úlohy a nahlédněte, jaký problém řeš́ı jako relaxace.
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