Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 4. cviceni*

1 Simplexova metoda

Uloha linedrniho programovani v rovnicovém tvaru je zapsand jako max c¢'x za podminek Ax = b

ax>0,kde A€ R™ " ¢,x € R" a b € R™. Pfedpoklddejme, ze rank(A4) = m.

Bdze je mnozinou B C {1,...n} indexi proménnych takovou, ze Ap je reguldrni, kde Ap znadcf
podmatici A indexovanou sloupci z B. Bdzickym fesenim x = (x1,...,2,) odpovidajici bdzi B je
feSeni soustavy Ax = b, pro které plati x; = 0 pro kazdé ¢ € B. Pripustnd bdze je takova, ze ji
odpovidajici bazické feseni x je pripustné, tedy x > 0.

Vzorovy feSeny piiklad:

max 2rq + To
—x1+ 122 <1
T <3
Ty < 2
T1,22 >0

Upravime na rovnicovy tvar zavedenim novych proménnych sq, so,s3 > 0:

max 2z + To
—xr14+22+s =1
1+ 8o = 3
X9 + S3 = 2
T1,T2,S81,52,83 = 0
Zacneme v néjakém piipustném bédzickém teSeni. Zde lze zvolit puvodni proménné z; = x5 =0 a
(s1,82,83) = b' = (1,3,2). Pak prepiseme soustavu tak, aby bazické promeénné sy, s, s3 byly na
levé strané:
max 2xq, + X9
S1 = 1 + 21 — X9
So9 = 3 — X

S3 — 2 — X9
Vstoupime x; do béaze, protoze ma nejvyssi kladny koeficient v tcelové funkci, a vystoupime so:

max6 + xo — 289

s1=4—x9 — 89

Tr1 = 3 — 82

S3 — 2— To

Vstoupime x5 do béaze, protoze ma nejvyssi kladny koeficient v tcelové funkci, a vystoupime s3:

max 8 — 289 — S3

S1 = 2 — So + S3

T = 3 — S92

IE2:2 — 83

Neni, co zlepSovat, takze mame optimum pro x1 = 3, 2 = 2, s1 = 2 a so = s3 = 0 s hodnotou
ucelové funkce 8.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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Figure 1: Uvedené teseni odpovidd posunu z pocatku do vrcholu (3,0) a poté do (3,2).

Pseudokdéd simplexové metody:

1.

Vstup: Uloha linedrntho programovani P v rovnicovém tvaru, max c'x za podminek Ax = b

ax>0,kde A e R™*" ¢,x € R" ab € R™. Predpokldddme, ze rank(A) = m.

Nalezni pocdtecni bdazické pripustné teseni: Prendsob soustavu, aby b > 0, a vyfeS sim-
plexovou metodou pomocnou tlohu max —a, 1 — -+ — Tpim za AX = b, X > 0, kde
A= (A|I,) € RW*m) a X = (21,...,%p4m). Tato tloha ma snadné pocétecni Fesent
(0,...,0,b1,...,by). Pokud je optimédlni hodnota zdpornd, pak skonéi, protoze neexis-
tuje pripustné feseni pro P. Jinak je optimem (z1,...,2,,0,...,0) a pak je (z1,...,2z,)
pocatecnim feSenim pro P.

Spoéitej simplexovou tabulku: Pro pfipustnou bdzi B C {1,...,n} pfepis P na max z pro
z=zo+ rTxN za podminek
Xp=p+ QXNa
kde N ={1,...,n}\ B,peR™, Q e R™*(»=™) s cRarcR" ™.

Vrat pripadné optimum: Pokud r < 0, tak skonéi a vrat optimum s bézickymi proménnymi
Xp = p a nebazickymi proménnymi xy = 0.

Vyber proménnou vstupugjici do baze: Podle zvoleného pivotovaciho pravidla vyber vstupujici
proménnou z; z proménnych z; s 5 € N a r; > 0. Protoze neni r < 0, tak vstupujici
proménnd x; vzdy existuje. Volbou z; chceme zvysit hodnotu tcelové funkce.

Vyber proménnou vystupujici z baze: Uvaz fadky 7 simplexové tabulky, ve kterych se x; obje-

vuje, a vyber z nich vystupujici proménnou s tak, aby 5’7{ = minjep:Q, <0 g--- Specidlné

tedy musi platit Qs < 0. Tato volba s zajistuje, Ze nové bazické feSeni je pifpustné.

Pokud vystupujici proménnd neexistuje (¢-ty sloupec @ je nezdporny), pak skonéi, protoze
uloha P je neomezena. Je-li na vybér vice vystupujicich proménnych, tak vyber podle pivo-
tovaciho pravidla, ¢i libovolné, pokud pravidlo ani tak vystupujici proménnou nespecifikuje.

Aktualizuj simplexovou tabulku a iteruj: Zvol (B\ {s}) U {t} jako novou bézi a pfepi§ sim-
plexovou tabulku tak, aby odpovidala této nové bazi. Pokracuj krokem 4.

V kroce 5 se muze stat, ze nové vybrand vstupujici proménnd nevylepsi hodnotu téelové funkce
a pak fikame, ze teSeni je degenerované. To napiiklad nastava, pokud je v predeslém kroce na
vybér vice vystupujicich proménnych. U degenerovanych feseni muze dojit k zacykleni simplexové
metody, kdy se nevylepSuje hodnota ucelové funkce a algoritmus se nikdy nezastavi. Zacykleni se
dé zabranit volbou vhodného pivotovaciho pravidla.

Ptiklady pivotovacich pravidel pro vybér vstupujici proménné z; a vystupujici x,:

1.
2.

Dantzigovo pravidlo: Vyber t € N s maximdalnim r; a zvol zs libovolné z moznych proménnych.

Blandovo pravidlo: Vyber nejmensi mozné ¢ € N a pro néj nejmensi mozné s € B. Brani
zacykleni, ale je pomalé.

Existuje spousta dalsich pivotovacich pravidel (lexikografické, ndhodné a dalsi).



Priklad 1. Vyreste pomoci simplexové metody nasledujici ulohu linedrniho programovdni:

max 3x1 + 4x2
1 +ax2 <4
221 + 29 <5
1,22 >0

Priklad 2. Vyreste pomoci simplexové metody ndsledujici ulohu linedrniho programovdni:

max 2x1 — T2 + 23
21 +x9 <10
T1 + 229 — 223 < 20
To 4 2x3 <5
T1,To,x3 >0

Ptiklad 3. Prevedte ndsledujici soustavu nerovnic do rovnicového tvaru:

1 +x9 <3

T2 +x3 <12

T+ 3y —x4 > 7
T1,22,x3 € R

x4 >0

Prevedte vijslednou wlohu v rovnicovém tvaru na linedrni program, ze kterého pujde ziskat bdzické
pripustné resend.

Méjme libovolny linedrni program s m linedrnimi nerovnicemi ¢i rovnicemi a n proménnymi.
Kolik proménngch ndm vZdy staci v rovnicovém tvaru této ulohy a kolik v pomocném LP pro hleddni
pripustného bdzického Teseni?
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