Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 3. cvi¢eni®

1 Zakladni definice z geometrie

Afinnd prostor A C R% m4 tvar L+ v pro néjaky linearni prostor L a vektor v € R%. Afinnf prostor
jde uréit pomoci soustavy rovnic Max = b. Dimenze afinniho prostoru A je rovna dimenzi jeho
pridruzeného linearniho prostoru L.

Nadrovina je libovolny afinni prostor v R? dimenze d — 1. V roviné nadroviny odpovidaji
pifmkam a v R? zase rovindm. Nadrovinu lze zapsat jako {x € R?: ¢c"x = h} proc € R? a h € R.
Nadrovina rozdéluje prostor R? na dva poloprostory {x € R%: ¢"x < h} a {x € R%: c"x > h}.
Nadrovinu samotnou pocitame jako souc¢ast obou poloprostoru.

Mnozina K C R? je konverni, pokud pro kazdé x,y € K a t € [0,1] plati tx + (1 —t)y € K.
Jinak feceno, kazdé tsecka se dvéma konci v K je celd v K. Vektor x je konvexni kombinaci
vektori aj,as, ..., a,, pokud x = Y1 | a;a;, kde aq,...,q, € [0,1] spliuji Y | oy = 1.

2 Mnohostény

Konvexni mnohostén je prunikem kone¢né mnoha poloprostoru. Alternativné je konvexnim mno-
hosténem libovolnd mnozina bodi tvaru {x € R?: Ax < b} pro néjakou matici A € R™*? a vektor
b € R™. Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R?% ¢ € R. Jestlize pro kazdé x € Pplatic'x < ta
zéroven existuje x € P : ¢! x = t, pak mnozina {x € Ré: ¢Tx = t} tvoif te¢nou nadrovinu H mno-
hosténu P. Pruniky teénych nadrovin s mnohosténem P pak nazyvdme sténami mnohosténu P.
K nim také zapocitdvdme dvé nevlastni stény ) a P. Stény dimenzi 0, 1 a d — 1 nazyvame vrcholy,
hrany a fasety.

Piiklad 1. Dokazte, Ze mnozina viech optimdinich fesent linedrniho programu maxc'

Ax < b, kde x > 0, je konvexni mnozina.

X za podminek

Priklad 2. Méjme mnohostéen P ={z e R: z > 1 & x < 2}. Prevedte zdpis jeho dvou nerovni-
covgjch podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén z rovnicového tvaru (jeho prostoru
vzroste dimenze).

Piiklad 3. Méjme mnohostén P C R? uréeny mnoZinou vrchold
a=(2,1,6), b=(0,-50), c=(-2,2,-1), d=(0,—-4,0), e=(0,1,1).

Pro kazdou z nasledujicich rovin urcete, zda je vuci P tecnd, seénd ¢i mimobéznd. Pro tec¢né roviny
urcete dimenzi prislusné stény.

(a) {(z,y,2) € R®: bx + 3y — 22 = 1},
(b) {(z,y,2) ER*: x+y — 2z =2},
(c) {(z,y,2) € R3: 3z + 2 = 0}.
Priklad 4. Dovedete urcit dimenzi ndasledujiciho mnohosténu?
P={(z,y,z,w) eR: z4+y+2<4,0+y>3,1<y+w<22>1w<6}

Priklad 5. Naleznéte vsechny vrcholy mnohosténu zadaného ndsledugicimi nerovnostmi a zduvodnéte,
ze jiné vrcholy neexistugji:
r+y+z<3,
y+2z <2,
x,y,z > 0.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Piiklad 6. Pocty stén pro zndmé mnohostény v R%, kde d € N.
(a) Jakij je pocet stén krychle a osmisténu v R3?
(b) Jaky je pocet vrcholii a faset d-dimenziondlni krychle [0,1]4?

(¢) Jaky je pocet vrcholi a faset d-dimenziondlniho kiizového mnohosténu (neboli zobecnéného
osmisténu,)

{(21,...,2q) € R |2y | + |@o| + |@3| 4 -+ + |2g] < 1}7

(a)

Figure 1: Piiklady (a) d-dimenzionalni krychle a (b) d-dimenziondlniho kiizového mnohosténu pro
d=23.

Piiklad 7. Necht P je konvexzni mnohostén v R? a necht F a G jsou jeho stény. Dokazte, Ze
F NG je sténou P.

Presnéji F = PN{xe€R¥:a'x=a} aG=PN{x e R b'x =B}, kde plati a’x < a a
b x < 3 pro kazdé x € P. Uvedte formuli, kterd sténu F N G urcuje.
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