
Lineárńı programováńı a kombinatorická optimalizace –

př́ıklady na 3. cvičeńı∗

1 Základńı definice z geometrie

Afinńı prostor A ⊆ Rd má tvar L+v pro nějaký lineárńı prostor L a vektor v ∈ Rd. Afinńı prostor
jde určit pomoćı soustavy rovnic Mx = b. Dimenze afinńıho prostoru A je rovna dimenzi jeho
přidruženého lineárńıho prostoru L.

Nadrovina je libovolný afinńı prostor v Rd dimenze d − 1. V rovině nadroviny odpov́ıdaj́ı
př́ımkám a v R3 zase rovinám. Nadrovinu lze zapsat jako {x ∈ Rd : c⊤x = h} pro c ∈ Rd a h ∈ R.
Nadrovina rozděluje prostor Rd na dva poloprostory {x ∈ Rd : c⊤x ≤ h} a {x ∈ Rd : c⊤x ≥ h}.
Nadrovinu samotnou poč́ıtáme jako součást obou poloprostor̊u.

Množina K ⊆ Rd je konvexńı, pokud pro každé x,y ∈ K a t ∈ [0, 1] plat́ı tx + (1 − t)y ∈ K.
Jinak řečeno, každá úsečka se dvěma konci v K je celá v K. Vektor x je konvexńı kombinaćı
vektor̊u a1,a2, . . . ,an, pokud x =

∑n
i=1 αiai, kde α1, . . . , αn ∈ [0, 1] splňuj́ı

∑n
i=1 αi = 1.

2 Mnohostěny

Konvexńı mnohostěn je pr̊unikem konečně mnoha poloprostor̊u. Alternativně je konvexńım mno-
hostěnem libovolná množina bod̊u tvaru {x ∈ Rd : Ax ≤ b} pro nějakou matici A ∈ Rm×d a vektor
b ∈ Rm. Nechť P je konvexńı mnohostěn a c ∈ Rd, t ∈ R. Jestliže pro každé x ∈ P plat́ı c⊤x ≤ t a
zároveň existuje x ∈ P : c⊤x = t, pak množina {x ∈ Rd : c⊤x = t} tvoř́ı tečnou nadrovinu H mno-
hostěnu P . Pr̊uniky tečných nadrovin s mnohostěnem P pak nazýváme stěnami mnohostěnu P .
K nim také započ́ıtáváme dvě nevlastńı stěny ∅ a P . Stěny dimenźı 0, 1 a d− 1 nazýváme vrcholy,
hrany a fasety.

Př́ıklad 1. Dokažte, že množina všech optimálńıch řešeńı lineárńıho programu max c⊤x za podmı́nek
Ax ≤ b, kde x ≥ 0, je konvexńı množina.

Př́ıklad 2. Mějme mnohostěn P = {x ∈ R : x ≥ 1 & x ≤ 2}. Převeďte zápis jeho dvou nerovni-
cových podmı́nek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostěn z rovnicového tvaru (jeho prostoru
vzroste dimenze).

Př́ıklad 3. Mějme mnohostěn P ⊆ R3 určený množinou vrchol̊u

a = (2, 1, 6), b = (0,−5, 0), c = (−2, 2,−1), d = (0,−4, 0), e = (0, 1, 1).

Pro každou z následuj́ıćıch rovin určete, zda je v̊uči P tečná, sečná či mimoběžná. Pro tečné roviny
určete dimenzi př́ıslušné stěny.

(a) {(x, y, z) ∈ R3 : 5x+ 3y − 2z = 1},

(b) {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y − z = 2},

(c) {(x, y, z) ∈ R3 : 3x+ z = 0}.

Př́ıklad 4. Dovedete určit dimenzi následuj́ıćıho mnohostěnu?

P = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x+ y + z ≤ 4, x+ y ≥ 3, 1 ≤ y + w ≤ 2, z ≥ 1, w ≤ 6}

Př́ıklad 5. Nalezněte všechny vrcholy mnohostěnu zadaného následuj́ıćımi nerovnostmi a zd̊uvodněte,
že jiné vrcholy neexistuj́ı:

x+ y + z ≤ 3,

y + 2z ≤ 2,

x, y, z ≥ 0.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Př́ıklad 6. Počty stěn pro známé mnohostěny v Rd, kde d ∈ N.

(a) Jaký je počet stěn krychle a osmistěnu v R3?

(b) Jaký je počet vrchol̊u a faset d-dimenzionálńı krychle [0, 1]d?

(c) Jaký je počet vrchol̊u a faset d-dimenzionálńıho kř́ıžového mnohostěnu (neboli zobecněného
osmistěnu)

{(x1, . . . , xd) ∈ Rd : |x1|+ |x2|+ |x3|+ · · ·+ |xd| ≤ 1}?

(a) (b)

Figure 1: Př́ıklady (a) d-dimenzionálńı krychle a (b) d-dimenzionálńıho kř́ıžového mnohostěnu pro
d = 2, 3.

Př́ıklad 7. Nechť P je konvexńı mnohostěn v Rd a nechť F a G jsou jeho stěny. Dokažte, že
F ∩G je stěnou P .

Přesněji F = P ∩ {x ∈ Rd : a⊤x = α} a G = P ∩ {x ∈ Rd : b⊤x = β}, kde plat́ı a⊤x ≤ α a
b⊤x ≤ β pro každé x ∈ P . Uveďte formuli, která stěnu F ∩G určuje.

2


	Základní definice z geometrie
	Mnohostěny

