Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 10. cviceni*

1 Totalni unimodularita

Ctvercova matice A je unimoduldrni, pokud je celociselnd a plati det A € {-1,1}. Matice A € R™*"
je totdlné unimoduldrni, pokud kazda jeji ¢tvercovd podmatice mé determinant rovny —1, 0 nebo 1.
Totélné unimoduldrni matice jsou pro nds zajimavé, protoze mnohostén {x € R": Ax < b,x >
0} ma celociselné vrcholy pro kazdé b € Z™, pokud je A totdlné unimoduldrni. Na takovych
mnohosténech dokazeme pro kazdé ¢ € R™ najit v polynomidlnim case celo¢iselné optimum. Neboli
prislusné celocislené linedrni programy dokazeme tesit efektivné.
Nékolik faktu o unimoduldrnich a totdlné unimoduldrnich maticich:

Soucin a inverze unimodularnich matic jsou unimoduldrni matice.

(a
(b

)

) Unimoduldrn{ matice jsou pravé ty celo¢islené matice, jejichz inverze je celo¢iselnd.
(¢) Unimoduldrni matice muze obsahovat i jind ¢fsla nez 0 a +1 (viz matice A dole).

)

(d) Soucin totélné unimoduldrnich matic nemusi byt totdlné unimoduldrni (viz druhd mocnina

matice B dole).
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(e) Existuje polynomidlni algoritmus na rozpoznavani totaln{ unimodularity.

Piiklad 1. Dokazte, Ze pokud md matice A € Z"*™ inverzni matici, kterd je rovnéz celociselnd,
pak je A unimoduldrni.

Piiklad 2. Méjme matici A € {—1,0,1}™*", ve které kazdy sloupec obsahuje nanejvys dva ne-
nulové prvky. Necht lze rddky matice A rozdélit do dvou mnoZin Ry a Ry takovijch, Ze jsou-li ve
sloupci dva nenulové proky stejného znaménka, pak oba patii do rizngch mnozin R; a R; a pokud
sloupec obsahuje dva nenulové proky ruznygch znamének, pak tyto radky lezi ve stejné mnoZiné R;.
Dokazte, zZe takovd matice A je totdlné unimoduldrni.

Ndpovéda: vzpomenite si na Laplacetv rozvoj pro pocitani determinantu.

Priklad 3. Dokazte ndsledujici dvé tvrzeni a zkuste si rozmyslet pripadné algoritmické dusledky
pro zndmé problémy.

(a) Matic incidence orientovaného grafu G = (V, E) je matice Ag € {—1,0, 1}VIXIZI kde (Ag),.. =
=1, pokud e = (v,u), (Ag)v,e = 1, pokud e = (u,v), a (Ag)v,e = 0 jinak. Dokazte, e Ag je
totdlné unimoduldrnd.

(b) Matici incidence neorientovaného grafu G = (V, E) je matice Ag € {0, 1}IVI*XIEl kde (Ag),.. =
1, je-liv €e, a(Ag)ve = 0 jinak. Dokazte, Ze matice incidence neorientovaného grafu G je
totdIné unimoduldrni prdavé tehdy, kdyz je G bipartitni.

Napovéda: v obou édstech se muze hodit znéni predeslého prikladu.

Piiklad 4. Naleznéte celocdiselny mnohostén {x € R™ : Ax < b,x > 0}, kde A je matice s rozmeéry
alespori 3 x 3 a A i b jsou celociselné, ale A nend totdlné unimoduldrni. MuzZe navic A obsahovat
pouze proky —1, 0 a 1?2 A co kdyZ zakdZeme i —179

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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