
Lineárńı programováńı a kombinatorická optimalizace –

př́ıklady na 1. cvičeńı∗

1 Lineárńı nerovnice

Spousta praktických úloh i čistě kombinatorických lze naformulovat jako úloha lineárńıho pro-
gramováńı (LP). Na úlohu LP můžeme použ́ıt známé metody a efektivně ji vyřešit. Každá úloha
lineárńıho programováńı se dá převést do jednoho z těchto dvou tvar̊u.

Úloha LP v kanonickém tvaru je následuj́ıćı optimalizačńı úloha daná matićı A ∈ Rm×n a
vektory b ∈ Rm a c ∈ Rn:

max c⊤x

pro x ∈ Rn

za podmı́nek Ax ≤ b.

Úloha LP v rovnicovém tvaru je následuj́ıćı optimalizačńı úloha daná matićı A ∈ Rm×n a
vektory b ∈ Rm a c ∈ Rn:

max c⊤x

pro x ≥ 0

za podmı́nek Ax = b.

Př́ıklad 1. Pekárna peče chleby, housky, bagety a koblihy.

• K upečeńı jednoho chleba potřebuje p̊ul kila mouky, 10 vajec a 50 g soli.

• Na jednu housku je zapotřeb́ı 150 g mouky, 2 vejce a 10 g soli.

• Na bagetu potřebuje 230 g mouky, 7 vajec a 15 g soli.

• Na jednu koblihu je třeba 100 g mouky a 1 vejce.

Pekárna má k dispozici 5 kilo mouky, 125 vajec a p̊ul kila soli. Za jeden chleba źıská pekárna 20
korun, za housku 2 koruny, za bagetu 10 korun a za koblihu 7 korun.

Pekárna se snaž́ı vydělat co nejv́ıce. Jak ale zjist́ı kolik chleb̊u, housek, baget a koblih má upéci?
Zformulujte př́ıslušnou úlohu LP.

Grafická metoda na řešeńı úloh LP: dá se použ́ıt máme-li jen dvě proměnné, tedy x ∈ R2.
Potom množina př́ıpustných řešeńı je konvexńı polygon P , který si můžeme nakreslit a hledat na
něm optimum účelové funkce c⊤x. Optimum najdeme tak, že uváž́ıme př́ımku {x ∈ R2 : ⟨c,x⟩ = 0}
kolmou na vektor c a procházej́ıćı počátkem a posouváme ji ve směru vektoru c, č́ımž dostáváme
př́ımky {x ∈ R2 : ⟨c,x⟩ = h} s h = ⟨c,x⟩ = c⊤x odpov́ıdaj́ıćı hodnotě účelové funkce. Posledńı
body z P , na které naraźıme, jsou potom hledanými optimy.

Př́ıklad 2. Vyřešte grafickou metodou následuj́ıćı systém nerovnic (neboli následuj́ıćı lineárńı
program):

−2x+ 3y ≤ 3

x+ y ≤ 6

−x+ y ≥ −4

x+ 3y ≤ 12

x ≥ 0

y ≥ 0

Pro účelové funkce:

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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(a) max x+ y

(b) max −3x+ y

Co se stane, když odebereme posledńı dvě podmı́nky, tedy x ≥ 0, y ≥ 0?

Př́ıklad 3. Ukažte, jak lze:

1. Převést maximalizačńı úlohu LP na minimalizačńı a naopak.

2. Převést úlohu LP, která má všechny proměnné x ≥ 0, na úlohu LP s proměnnými x′ ∈ Rn

a naopak.

3. Převést úlohu LP s podmı́nkami ve tvaru nerovnost́ı na úlohu LP, jej́ı̌z podmı́nky jsou pouze
rovnosti a naopak.

Śıť je uspořádaná čtveřice (G, z, s, c), kde G = (V,E) je orientovaný graf, neboli E ⊆ V ×V , z a
s jsou dva r̊uzné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c : E → R+

0 je funkce ohodnocuj́ıćı
hrany. Tok v śıti je každá funkce f : E → R splňuj́ıćı 0 ≤ f(e) ≤ c(e) pro každou hranu e ∈ E a∑

v:(u,v)∈E

f(u, v) =
∑

v:(v,u)∈E

f(v, u)

pro každý vrchol u ∈ V mimo stok a zdroj. Velikost toku je

w(f) =
∑

v:(z,v)∈E

f(z, v)−
∑

v:(v,z)∈E

f(v, z).

Př́ıklad 4. Vytvořte lineárńı program, který najde maximálńı tok v śıti (G = (V,E), z, s, c).

Př́ıklad 5. Formulujte Prokládáńı př́ımkou jako úlohu LP. Neboli máme-li n bod̊u (x1, y1), . . . ,
(xn, yn) v rovině, tak najděte př́ımku {x ∈ R : y = ax+ b}, která minimalizuje součet vertikálńıch
vzdálenost́ı bod̊u od výsledné př́ımky. Vertikálńı vzdálenost je vzdálenost měřena pouze na ose y.

Pro jednoduchost předpokládejte, že výsledná př́ımka neńı kolmá na osu x.
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