Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 9. cviceni”

14. dubna 2025

1 Dualita

Méjme nasledujici ilohu linedrniho programovani P s n proménnymi a m podminkami:
max c' x za podminek Ax <b a x> 0. (P)

Té budeme fikat primdrni linedrnd program (neboli primdr). Jeho dudiném linedrnim programem
(neboli dudlem) nazveme néasledujici linedrn{ program D s m proménnymi a n podminkami:

minb 'y za podminek ATy >cay > 0. (D)

Vysvétleni: pii feSeni P se snazime najit linearni kombinaci m podminek soustavy Ax < b s
néjakymi koeficienty y1, ..., ¥y, > 0 takovymi, aby vyslednd nerovnost méla j-ty koeficient aspon
¢; pro kazdé j € {1,...,n} a prava strana pritom byla co nejmensi.

Ukazuje se, ze program D ,hlidd“ program P podle nésledujiciho vysledku, ze kterého napiiklad
vidime, Ze je-li P neomezeny, pak D nema piipustné feseni.

Véta 1 (Slabd véta o dualité). Pro kaZdé pripustné fesend x dlohy P a kaZdé pripustné resend'y
tilohy D plati c"x < b'y.

Nésledujici zesileni je asi nejdulezitéjsim teoretickym vysledkem o linedrnich programech.
Véta 2 (Silnd véta o dualité). Pro dlohy P a D nastane prdvé jedna z ndsledujicich étyr moznosti:
(a) Ani P ani D nemd pripustné resent.

(b) Uloha P je neomezend a D nemd pripustné resen.
(¢) Uloha P nemd piipustné feseni a D je neomezend.
(d) ﬁlohy P i D maji pripustné veseni. Pak maji i optimdini feseni x* a y* a plati c'x* = b y*.

Duélni linedrni programy muzeme uvazit i pro linedrni programy v obecném tvaru, staci po-
stupovat podle nasledujici tabulky. Postup funguje zleva doprava i zprava doleva.

Primarni uloha Dudlni dloha
Proménné x=(T1,...,%p) y=1, - Ym)
Matice A e R™x" AT e RPxm
Prava strana b eR™ cecR”
Ucelové funkce maxc'x minb Ty
Podminky i-t4 podminka ma < y; >0
> ¥ <0
= ¥y €R
z; >0 j-t&4 podminka mé >
z; <0 <
z; € R =

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Priklad 1. Vytvorte dualni program D pro ndsledujici primdrni linedrni program P:

max 6x; + 4xo + 223
5x1 + 222 + 23 <5
T+ 20 <2
To + a3 < 2

x1, T2, 23 > 0
Priklad 2. Vytvorte dudlni program D pro ndsledujici primdrni linedrni program P:

max xri — 2x9 + 314
To —6xs + x4 < 4
—x1 + 329 —3x3 =0
6x1 — 220 +2x3 —4x4 > 5
To <0
x4 >0

Piiklad 3. Dokazte nebo vyvratte turzeni:
(a) Pro kazdy linedrni program P plati, Ze dudl dudlu P je puvodni program P.
(b) Pokud md linedrni program optimum s celociselngmi proménnygmi, tak md celociselné optimdini
resent 1 dudl.
Priklad 4. (*) Méjme ndsledujict dlohu linedrniho programovdni P:
maxc ' x za podminek Ax <b ax > 0.

Pomoci duality zkonstruugte soustavu nerovnic, pro kterou ze souradnic libovolného tesent lze vycist
optimdlni Tesent pro P.

Tim ukdZeme, Ze asymptotickd sloZitost problému rozhodnout, zda je dany mnohostén neprdzdny,
je stejnd jako slozZitost problému nalezeni optimdlniho Tesent ulohy linedrniho programovdni. Nebo
jesté jinak: nalezeni pripustného teSeni linedrniho programu je asymptoticky stejné obtizné jako
nalezeni optimdlniho Tesend.

Priiklad 5. Zformulujte relaxovanou ilohu linedrniho programovdni pro Set cover problem: vyberte
z mnoZin S1,...,Snm C {1,...,n} co nejméné mnozin tak, aby jejich sjednoceni pokryjvalo celou
nosnou mnozinu {1,...,n}. Napiste dudl vasi ilohy a nahlédnéte, jaky problém Tesi jako relazace.
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