Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 4. cviceni*

10. brezna 2025

1 Zakladni pojmy z geometrie

1.1 Afinita

Afinnt prostor A C R? m4 tvar L + v pro néjaky linedrn{ prostor L a vektor v € R?. Afinn{
prostor jde ur¢it pomoci soustavy rovnic Mx = b. Dimenze afinniho prostoru A je rovna dimenzi
jeho pFidruzeného linedrniho prostoru L. Afinni kombinaci vektori aj, ag, . ..,a, € R? je vektor
Yo oy, kde aq,. .., € R DT a; = 1. Mnozina V C R? je afinné nezdvisld, pokud plati,
7e zadny vektor v € V neni afinni kombinaci ostatnich vektoru z V. Afinni obal af(V') mnoziny
vektortt V' C R? je mnozina viech afinnich kombinaci jakékoli koneéné podmnoziny vektorii z V.

Piiklad 1. Nechi A C R? je afinni prostor. Z definice je pak A tvaru A = L + v pro néjaky
linedrnd prostor L a néjaky vektor v. Dokazte, Ze pro dané v € R ezistuje nanejvys jeden linedrni
prostor L C R? takovy, e A= L +v.

(*) Charakterizujte vsechny vektory v, které posunou linedrni prostor L na afinni prostor A.

1.2 Nadroviny

Nadrovina je libovolny afinni prostor v R¢ dimenze d — 1. V roviné nadroviny odpovidaji pffmkam
a v R3 zase rovindm. Nadrovinu lze zapsat jako {x € R?: c¢'x = h} proc € RY a h € R.
Nadrovina rozdéluje prostor R? na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou poéitdme jako soucdst
obou poloprostori.

Piiklad 2. (a) Mohou se v R* dvé roviny protinat v jednom bodé? Jak mohou vypadat primiky
dvou rovin v R*?

(b) Mohou se v R® dva afinni prostory dimenze 3 protinat v jednom bodé?

1.3 Konvexita

Mnozina K C R? je konvezni, pokud pro kazdé x,y € K at € [0,1] plati tx + (1 —t)y € K. Jinak
feceno, kazda usecka se dvéma konci v K je celd v K. Vektor x je konvexni kombinaci vektoru
ai,ag,...,a,, pokud x = Y1 a;a;, kde o, ..., a, € [0,1] spliuji > a; = 1. Mnozina V C R?
je v konvexnt poloze (neboli konvezné nezdvisld), pokud plati, ze zddny vektor v € V' neni konvexni
kombinaci ostatnich vektorii z V. Konverni obal conv(V) mnoziny vektori V C R? je mnozina
konvexnich kombinaci jakékoli koneéné podmnoziny vektoru z V.

Piiklad 3. Vime, Ze v R? je mazimdiné d linedrné nezdvisljch vektori a mazimdlné d+ 1 afinné
nezdvislijch vektori. Kolik nejuyse je v R konvexné nezdvislijch vektori?

1.4 Mnohostény

Konvexni mnohostén je prunikem kone¢éné mnoha poloprostorii. Alternativné je konvexnim mno-
hosténem libovolnd mnozina bodi tvaru {x € R?: Ax < b} pro néjakou matici A € R™*4 a
vektor b € R™. Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R% ¢t € R. Jestlize pro kazdé x € P
plati ¢c'x < t a zdroveii existuje x € P : ¢ x = t, pak mnozina {x € R?: c"x = t} tvoii tecnou
nadrovinu H mnohosténu P. Pruniky te¢nych nadrovin s mnohosténem P pak nazyvéame sténami
mnohosténu P. K nim také zapocitdvame dvé nevlastni stény 0 a P. Stény dimenzi 0, 1 a d — 1
nazyvame vrcholy, hrany a fasety. Konvexni mnohostén je omezeny, pokud je obsazeny v kouli s
konec¢né velkym polomérem.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/ balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Piiklad 4. Jaky je pocet stén krychle a osmisténu v R3?

Piiklad 5. Méjme mnohostéen P ={zx e R: z > 1 & x < 2}. Prevedte zdpis jeho dvou nerovni-
covgch podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén z rovnicového tvaru (jeho prostoru
vzroste dimenze).

Piiklad 6. Nechi P je konvexni mnohostén v R? a necht F a G jsou jeho stény. Dokazte, Ze
FNG je sténou P.

Presnéji F = PN {x € R%: 9Tx =alaG=Pn{xeR:bTx =7}, kde plati a’™x < a a
b'x < 3 pro kazdé x € P. Uvedte formuli, kterd sténu F N G uréuje.
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