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1 Celoč́ıselné lineárńı programy

Z minula v́ıme, že spousta problémů se dá naformulovat jako úloha lineárńıho programováńı a
poté lze efektivně řešit. Dnes si ukážeme, že vyžadujeme-li celoč́ıselná řešeńı (což je mnohdy
přirozený požadavek), pak obecně přijdeme o efektivńı řešeńı, protože lze podobně naformulovat
spoustu NP-těžkých problémů. Existuj́ı ovšem problémy, pro které je vždy nějaké optimálńı řešeńı
celoč́ıselné.

Mějme matici A ∈ Rm×n a vektory b ∈ Rm, c ∈ Rn. Potom úlohou celoč́ıselného (lineárńıho)
programováńı je následuj́ıćı optimalizačńı úloha

max c⊤x za podmı́nek Ax ≤ b pro x ∈ Zn.

U úlohy binárńıho (lineárńıho) programováńı vyžadujeme podmı́nku x ∈ {0, 1}n a u úlohy smı́̌seného
(lineárńıho) programováńı jsou některé proměnné reálné a některé celoč́ıselné.

Př́ıklad 1. Pro zadanou matici A ∈ Rm×n a vektory b ∈ Rm a c ∈ Rn uvažujme př́ıslušný
celoč́ıselný program a lineárńı program:

max c⊤x za podmı́nek Ax ≤ b pro x ∈ Zn, (CP)

max c⊤x za podmı́nek Ax ≤ b pro x ∈ Rn. (LP)

Předpokládejme, že oba programy jsou řešitelné a maj́ı optimálńı řešeńı x∗
CP a x∗

LP . Dokažte, že
plat́ı nerovnost c⊤x∗

CP ≤ c⊤x∗
LP .

Př́ıklad 2. Zformulujte Problém batohu pomoćı celoč́ısleného lineárńıho programováńı. Tedy pro
n předmět̊u, kde i-tý má nějakou váhu vi a cenu ci, máme batoh s danou nosnost́ı V a my se do
něj snaž́ıme naskládat předměty tak, abychom maximalizovali celkovou cenu předmět̊u v batohu.

Př́ıklad 3. Zformulujte SAT pomoćı celoč́ısleného lineárńıho programováńı. Tedy pro n proměnných
xi a m klauzuĺı Cj, které jsou disjunkcemi literál̊u, chceme pro dano formuli φ, která je konjunkćı
klauzuĺı, rozhodnout, zda je splnitelná.

Př́ıklad 4. Student Maxim Dokonalý dostal na cvičeńı zadaný úkol: “Navrhněte celoč́ıselný pro-
gram pro Problém obchodńıho cestuj́ıćıho”, čili pro daný ohodnocený neorientovaný graf G =
(V,E, f), kde f : E → R+

0 , chceme naj́ıt Hamiltonovskou kružnici v G s nejmenš́ım ohodnoceńım.
Maxim navrhuje toto řešeńı: “Pro každou hranu e ∈ E zavedeme proměnnou xe ∈ {0, 1},

účelovou funkćı bude min
∑

e∈E f(e)xe a zavedeme podmı́nky
∑

e∈E : u∈e xe = 2 pro každý vrchol
u ∈ V .”

Funguje řešeńı Maxima? Pokud ano, zd̊uvodněte, pokud ne, zd̊uvodněte, proč nefunguje, a ještě
vymyslete lepš́ı.

Př́ıklad 5. Pro Problém 3-obarvitelnosti grafu, neboli pro problém rozhodnout, zda lze vrcholy
zadaného grafu G korektně obarvit třemi barvami, vymyslete vhodný celoč́ıselný lineárńı program.
Program by měl pouze otestovat, zda je G 3-obarvitelný.

(*) Jak by mohla vypadat celoč́ıselná úloha LP, která spoč́ıtá barevnost grafu G, neboli nalezne
minimálńı k takové, že vrcholy G lze korektně obarvit k barvami?

Př́ıklad 6. Formulujte jako úlohu lineárńıho programováńı hledáńı optimálńı strategie pro hru
Kámen, n̊užky, paṕır. Tedy pro hru dvou hráč̊u s nulovým součtem (výhra jednoho hráče = prohra
druhého hráče) a výplatńı matićı:

kámen n̊užky paṕır
kámen 0 1 −1
n̊užky −1 0 1
paṕır 1 −1 0

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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