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1 Matroidy

Pro mnozinu S a systém Z C 2° nazveme par (S,Z) systémem nezdvislosti, pokud plati
(A1) 0 e,
(A2) pokud X CY €7, pak X € 7 (uzavienost na podmnoziny).

Mnoziny X € 7 se nazyvaji nezdvislé a nezavisla mnozina, kterd je maximélni vzhledem k inkluzi,
se nazyva bdze. Pro A C S je bdzi A nezévisla mnozina X C A, kterd je maximalni vzhledem k
inkluzi. Jako rank r(A) mnoziny A C S ozna¢ime velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny obsazené v
A, neboli r(A) =max{|Y]: Y € Z,Y C A}.

Méjme systém nezavislosti (S,Z) a funkci ¢: S — R. Spousta problému v kombinatorické
optimalizaci je specidlnim pfipadem nésledujiciho problému.

Problém pro systém nezdvislosti: Najdi X € T maximalizujici ¢(X) = ) .y c(e).

Proménné: x. >0 pro kazdé e € S

Ucelové funkce:  max Z c(e)xe
ecS
Podminky : z(A) = Z xz. < r(A) pro kazdé A C S
ecA

Pokud systém nezévislost{ (S,Z) spliiuje nésledujici podminku, pak je matroidem:

(A3) pokud X,Y € T a |X| > |Y|, pak existuje e € X \'Y takové, ze Y U {e} € T (vymeénna
vlastnost).

Matroidy zobecnuji koncept nezavislosti, jehoz konkrétnim ptikladem je napiiklad linearni
nezavislost ve vektorovych prostorech. Matroidy jsou pro nés zajimavé, protoze néasledujici jednoduchy
hladovy algoritmus nad nimi dovede fesSit optimaliza¢ni problémy jako napiiklad Problém pro
systém nezavislosti.

Algorithm 1.1: GREEDY(S,Z,¢)

Imput : Matroid (S,7) a funkce ¢: S — R.
Output : X € T maximalizujici ¢(X).
A« 0,
if existuje e € S takové, ze A€ {e} €Z ac(e) >0
do {najdi takové e s maximalnim c(e),
A+ AU{e}.
Output X = A.

Hladovy algoritmus najde optimélni feseni LP formulace Problému pro systém nezavislosti
daného matroidu. Navic analyza tohoto algoritmu ukazuje, Ze polyotop matroidu (S,Z) dany
podminkami z, > 0 pro e € S a z(A) < r(A) pro A C S je celocisleny.

*Informace o cviceni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Priklad 1. Vhodnou wvolbou S, T a c¢ ukazte, Ze masledujici problémy jsou specidlnimi pripady
Problému pro systém nezdvislosti. Ve kterych pripadech je pak (S,T) matroidem?

(a) TSP: v grafu G = (V,E) vdzeném funkci f: E — RY najdéte hamiltonovskou kruznici
minimdlni vdhy.

(b) Maximéln{ pdrovani: v grafu G = (V, E) najdéte mazimdlni pdrovdnd.

(¢) Les maximaln{ véhy: v grafu G = (V, E) vaZeném funkci f: E — R najdéte les mazimdlnd
vahy.

(d) Problém batohu: pro ¢isla wy, ..., wn,c1,...,¢n a W najdéte mnozinu S C {1,...,n} maz-
imalizugici ) ;g ¢; a spliugict Y ;. gw; < W.

(e) Miniméaln{ kostra: v grafu G = (V, E) vdZeném funkci f: E — R najdéte kostru minimdind
vdhy.

(f) Linedrné nezavislé sloupce: z matice A € T™*™ nad télesem T chceme vybrat co nejvic
linedrné nezavislych sloupci.

Piiklad 2. Dokazte, ze axiom (A3) je ekvivaletni s ndsledujicim turzenim: pro kazZdé A C S magji
vSechny bdze mnozZiny A stejnou velikost.

Piiklad 3. Bud G = (V,E) graf. Uvaste systém nezdvislosti (E,T), kde T obsahuje pdrovdni v
grafu G. Dokazte, Ze hladovy algoritmus na tomto systému najde Teseni aspori polovicni velikosti
optima.

Piiklad 4. Méjme systém nezdvislosti (S,T). O kazdé mnoziné z 2° \ T rekneme, Ze je zévisla.
Minimdlni zdvislé mnoziny vzhledem k inkluzi nazveme kruznice.

(a) Pro kruznici C dokazte, e Mc = (S,Fc ={F C S: C\ F # 0}) je matroidem.

(b) Dokazte, Ze kazdy systém nezavislosti je prunikem konecéné mnoha matroidi.
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