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1 Totálńı unimodularita

Čtvercová matice A je unimodulárńı, pokud je celoč́ıselná a plat́ı detA ∈ {−1, 1}. Matice A ∈ Rm×n

je totálně unimodulárńı, pokud každá jej́ı čtvercová podmatice má determinant rovný −1, 0 nebo 1.
Totálně unimodulárńı matice jsou pro nás zaj́ımavé, protože mnohostěn {x ∈ Rn : Ax ≤ b,x ≥

0} má celoč́ıselné vrcholy pro každé b ∈ Zm, pokud je A totálně unimodulárńı. Na takových
mnohostěnech dokážeme pro každé c ∈ Rn naj́ıt v polynomiálńım čase celoč́ıselné optimum. Neboli
př́ıslušné celoč́ıslené lineárńı programy dokážeme řešit efektivně.

Několik fakt̊u o unimodulárńıch a totálně unimodulárńıch matićıch:

(a) Součin a inverze unimodulárńıch matic jsou unimodulárńı matice.

(b) Unimodulárńı matice jsou právě ty celoč́ıslené matice, jejichž inverze je celoč́ıselná.

(c) Unimodulárńı matice může obsahovat i jiná č́ısla než 0 a ±1 (viz matice A dole).

(d) Součin totálně unimodulárńıch matic nemuśı být totálně unimodulárńı (viz druhá mocnina
matice B dole).

A =

(
1 0
2 1

)
B ·B =

(
1 1
1 0

)2

=

(
2 1
1 1

)
(e) Existuje polynomiálńı algoritmus na rozpoznáváńı totálńı unimodularity.

Př́ıklad 1. Dokažte, že pokud má matice A ∈ Zn×n inverzńı matici, která je rovněž celoč́ıselná,
pak je A unimodulárńı.

Př́ıklad 2. Mějme matici A ∈ {−1, 0, 1}m×n, ve které každý sloupec obsahuje nanejvýš dva ne-
nulové prvky. Necht’ lze řádky matice A rozdělit do dvou množin R1 a R2 takových, že jsou-li ve
sloupci dva nenulové prvky stejného znaménka, pak oba patř́ı do r̊uzných množin Ri a Rj a pokud
sloupec obsahuje dva nenulové prvky r̊uzných znamének, pak tyto řádky lež́ı ve stejné množině Ri.
Dokažte, že taková matice A je totálně unimodulárńı.

Nápověda: vzpomeňte si na Laplace̊uv rozvoj pro poč́ıtáńı determinantu.

Př́ıklad 3. Dokažte následuj́ıćı dvě tvrzeńı a zkuste si rozmyslet př́ıpadné algoritmické d̊usledky
pro známé problémy.

(a) Matićı incidence orientovaného grafu G = (V,E) je matice AG ∈ {−1, 0, 1}|V |×|E|, kde (AG)v,e =
−1, pokud e = (v, u), (AG)v,e = 1, pokud e = (u, v), a (AG)v,e = 0 jinak. Dokažte, že AG je
totálně unimodulárńı.

(b) Matićı incidence neorientovaného grafu G = (V,E) je matice AG ∈ {0, 1}|V |×|E|, kde (AG)v,e =
1, je-li v ∈ e, a (AG)v,e = 0 jinak. Dokažte, že matice incidence neorientovaného grafu G je
totálně unimodulárńı právě tehdy, když je G bipartitńı.

Nápověda: v obou částech se m̊uže hodit zněńı předešlého př́ıkladu.

Př́ıklad 4. Nalezněte celoč́ıselný mnohostěn {x ∈ Rn : Ax ≤ b,x ≥ 0}, kde A je matice s rozměry
alespoň 3× 3 a A i b jsou celoč́ıselné, ale A neńı totálně unimodulárńı. M̊uže nav́ıc A obsahovat
pouze prvky −1, 0 a 1? A co když zakážeme i −1?

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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